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Vorwort zur vierten Anf läge. 



Die Aufgabensammlung von Sohncke hat durch drei Auflagen 
hindurch ihre Brauchbarkeit bewährt. Wie sie manchem Lehrer 
beim Unterricht in der Differential- und Integralrechnung als Samm- 
lung von zweckmässigen Beispielen lieb geworden ist, so hat sie auch 
vielen Studirenden an Universitäten und polytechnischen Schulen 
willkommenes Uebungsmaterial geliefert. Dass Einzelnes, wie es in 
den bisherigen Auflagen enthalten ist, ,den durch das jetzt allgemei- 
ner verbreitete und intensiver gewordene Studium der mathematischen 
Wissenschaften so hoch gesteigerten Anforderungen gegenüber nicht 
mehr denselben Werth besitzt, wie beim ersten Erscheinen des Bu- 
ches und Anderes geradezu veraltet ist, liegt in der Natur der Sache. 
Nichtsdestoweniger schien mir das Buch des Brauchbaren und Werth- 
vollen so viel zu enthalten, dass ich auf den Wunsch des Herrn 
Verlegers die Besorgung der vierten Auflage gern übernahm. Ich 
verhehlte mir dabei die eigenthümliche Schwierigkeit nicht, die darin 
lag, bei Berücksichtigung des ursprünglichen Charakters des Buches 
den Bedürfiiissen der Jetztzeit möglichst gerecht zu werden. 

Mein Hauptaugenmerk musste dahin gehen, den Mängeln mög- 
Uchst abzuhelfen, welche sich bei langjährigem Gebrauche des Bu- 
ches herausgestellt hatten. So sind sämmtliche, die einzelnen Bei- 
spielgruppen einleitenden Erklänmgen, Regeln u. s. w. vollständig 
umgearbeitet worden. Sodann habe ich, um eine möglichst grosse 
Correctheit zu erzielen, sämmtliche Beispiele auf's Neue selbst durch- 
gerechnet und die dabei aufgefundenen, zahlreichen Fehler verbes- 
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sert. Die Lösung derjenigen Aufgaben, welche erfahrungsgemäss den 
Studirenden grössere Schwierigkeiten darboten, ist noch mehr als in 
früheren Ausgaben durch kurze Anleitungen erleichtert worden ; auch 
habe ich, wo mir diess nöthig schien, die Anzahl der Beispiele ver- 
mehrt. Die mannigfaltigen grösseren und kleineren Aenderungen, 
welche ich nach sorgfältiger Ueberlegung und bei möglichster Scho- 
nung des vorhandenen Guten im Interesse der Sache vornehmen zu 
müssen glaubte, hier anzugeben, würde zu weit fahren. Der unpar- 
teiische Sachverständige wird diese Aenderungen und die Gründe, 
die mich hierbei geleitet haben, wie ich hoffe, billigen. 

Der erste Abschnitt über die Differentialquotienten algebrai- 
scher und transcendenter Functionen, der sich durch die Reichhal- 
tigkeit und Brauchbarkeit seiner Beispiele vor allen andern aus- 
zeichnete, ist nahezu unverändert beibehalten worden. Im früheren 
vierten, jetzigen fünften Abschnitt wurden jeder wichtigeren unend- 
lichen Reihe die Gültigkeitsgrenzen beigesetzt; dagegen konnten auch 
in dieser neuen Ausgabe Untersuchungen über die Convergenz und 
Divergenz unendlicher Reihen, als in die algebraische Analysis ge- 
hörig, selbstverständlich keine Aufaahme finden. Die kurze Anlei- 
tung zur näherungsweisen Lösung numerischer Gleichungen mittelst 
des Maclaurin'schen Lehrsatzes, welche diesem Abschnitt beigegeben 
ist, wird manchem Studirenden nicht unwillkommen sein. Der fünfte 
Abschnitt der dritten Auflage über die hyperbolischen Functionen 
konnte bei dem beschränkten Räume des Buches nicht mehr auf- 
genommen werden. Die Untersuchung der Curven und Oberflächen 
ist, soweit diess thunlich erschien, den neueren Anforderungen an 
Symmetrie entsprechend umgearbeitet worden. 

Seit dem ersten Erscheinen der Sohncke'schen Aufgabensamm- 
lung im Jahre 1850 ist dieselbe für viele der nachfolgenden, ähn- 
lichen Sammlungen, auch für solche, welche jetzt vornehm auf ihre 
Vorgängerin glauben herabblicken zu müssen, zu einer reichen Fund- 
grube geworden, so dass es gewiss in der Natur der Sache liegt, 
wenn jetzt die Zinsen und Zinseszinsen des von Sohncke angelegten 
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Capitals dem Buche selbst wieder zugeflossen sind. Es haben dem 
Bearbeiter der vierten Auflage namentlich die beiden trefflichen 
französischen Uebungsbücher Brahy: Exercices methodiques de calc. 
diff. und Freuet: Recueil d'exercices sur le calc. infinitesimal, so- 
wie die englischen Lehrbücher To4»hunterj A treatise on the dif- 
ferential calculus und Salmon: Analytische Geometrie des Raumes 
(deutsch bearbeitet von Herrn Prof. Fiedler) wesentliche Dienste 
geleistet. 

Auf die Correctur der einzelnen Druckbogen ist sowohl von 
Seite des Herrn Verlegers, wie auch von Seite des Herausgebers die 
grösste Sorgfalt verwendet worden. Die dessenungeachtet stehen 
gebliebenen, wenigen Druckfehler bitte ich vor dem Gebrauche des 
Buches verbessern zu wollen. 



Zürich, im October 1874. 



H. Amsteln. 
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Capitel I. 

Differentiale erster Ordnung Ton entwickelten Functionen 

einer unabhängigen Yeränderllchen. 

§.1. Grundformeln und allgemeine Regeln. 

Bezeichnen w, v, to,. . . Functionen der unabhängigen Veränderlichen 
X und sind du, dv, dw, ... die Differentiale dieser Functionen und A, 
£, C,... Constanten, so gellen folg^^nde allgemeinen Gesetze: 

I. diudbvztw±: .. .) s= duzkidv:hdtD±:.., 
Zusatz. dC = 

II. d(Au) =: Adu 
Zusatz. d(iu-hÄt?+ Ct(?4- . . .) = Adu -i- Bdv-t Cdw + , > . 

HL d(uv) = udv + vdu 

Zusatz 1. d{uvtD) SS vw(lu-\'Uwdv-\-uvdw , 

„ .-I d(uv) du . dv 

Zusatz 2. ^^-^= — h — 

UV UV 

Das Differential einer Function, dividirt durch die Function, wird das 
logarithmische Differential dieser Function genannt. 
, / tt\ vdu — udv 

i r, , Ji\ dv 

I Zusatz 1. d{ — |s5= — — -. 

\ V f v^ 

i „ ^ \v f du dv 
t Zusatz 2. == 

U UV 

V 

V. d(u^) = nu^-^du, 
wo n irgend eine positive oder negative, ganze oder gebrochene, rationale 
oder irrationale Zahl bedeutet welche von x unabhängig ist. 
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Zusatz 1. dyl u = — j=:r 

2>/u 

Zusatz 2. -^-^ = n — . 

u^ u 

Ist w eine Function von x und F{u) eine Function von w, so wird 

h\u) eine mittelbare Function von x genannt, und es gilt der Satz: 

VI. d^F{u) = F'{H)dxUy 

WO JP'(w) = -j- ^^^ ^^ Bezug auf u genommene Ableitung von F{u) 

bezeichnet und die den Difierentialzeichen beigesetzte Marke « andeutet, 
dass diese Differentiale in Beziehung auf die unabhängige Variable x zu 
nehmen sind. 

Ist y =/'(a?), und bezeichnet man diejenige Function von y, wel- 
che für jeden Werth von y den aus der Gleichung y=f{x) hervor- 
gehenden Werth von x angibt, mit (p{y)j so dass also f[ff(y)] = y ist, 
so heisst diese Function (p(y) die inverse Function der Function f{x), 
und es gilt die Gleichung: 

vii. d9(y) = ^j • 

§.2. Beispiele zur Differentiation einfacher alge- 
braischer Functionen. 

1) y = aj» 2) y = a.x^ 

dy == nx^-'^dx dy = n.a.x^^^dx 

3) y =— -f-6 4) y =(a-|-6a?)"» 

^ dy ^ mb(a-{-hx)^'~Hx 

dy = — x^^^dx 

5a) y =\x^—^x^-^^-x^—2x^-\^^\x'^ 
dy = x\\ — 6a?+ ISa;* ~ 12a?3 + Ax^)dx 

5b) y = — x^ — pxP-'^+q 

dy = [x"^-^ — p(p — l)a^-^]dx 
6a) y = 9x'^-i-3x~^^ — 3a?~** — ax-^ 

dy = (63a;« — 15x-ö + 33x-^^-i- amay-C'»^!)) Ja? 



6b) y ^ 3a?l— 4a?H+9a;i_6a?i + 4a?-i— |a?-^J+7.5-f 

dy = (7a;* — 7a;i + 6a?-i— 3a?-"i — 2a?-*+2a?~^i)(ia? 
7) y SS [a-hhx-^cx^-i-ex^]^ 

dy = wi(6+2ca? + 3ea?2)(a4-6a?+ca?^+ea?3)*»-'da? 

8) ,_?jr+|_?^+:J-VS=_^H.i^,S 



^0^ y/x 



j / 2 6 iS/-i Jaf q 1 \ 

dy Ä — (6 4- 2ca? 4- Sea?^) >/(a4-6a? + ca?* + ea?*)'"'-» (/a? 

, — tw(6 + 2ca? + Sex^)dx 
W(a + 6a?+ca?2+ea?*)**~"» 

a — bx-hcx^ (m + na;^ + px^)^ 

dy = r_Alz2?^__ 2ea;^(3n+5pa ?^) , 
^ l(a— 6a;+ca?V (w+fia;*+pa;5)3j 
11) y = (a + 6a?)(c+ea?) 
dy s (ae4-6c+2^ea?)rfa? 

13) y = 27««— ^jr* ^^+ 12x* + i^xtl'^ 

dy = (81x» — 108aj5'^*4-24a; + 4^^)rfa; = (9a;-6^5*_2^^)Va.- 

14) » = 2 (/■^[Ma;;'^+^''x>/^+^ ^^+ ^»yj+9- ^1 

dy - (36^^+365'^+ 9Vr+ i|= +5^^+ J=) dx 

\ >lx^ Va;* icv xj 

15) y = ll»;'^— ||a;»V^+^a;»^5" 

dy = \fä«(4- 3x+X}ß)dx = ^'xH^!x'+ 1) (2— V^)" rfa; 



16) ^»^''[aWx-^II+y] 

dy = x\x^ylT— 12tlx^+ I6)dx = x^()lx^— 2)^{^¥+4) dx 
.17) y = (Gx-'-ix')* 

dy = 4a;' (12 — x») (6 — {x^dx 

18) » 3/ = ^30!— 2a;» 20) y = \^4+2V3^+3a;« 

dy = g-=== dx dy = — -" ^_ dx 

yl(Sx — 2x'y >/3x^(4+2>/3x+3.r^)* 

19) y = V(2^*^xy 21) y = i(3+4pi)» 

3^-3x),^ ^2dx 

^^2x^-x^ ^ V^VäTTy2i 

^2) y = y^ 1 2V^- -^ + V (1 - a;)2j' 

i(x+i)yi — x—^x^x , 

dy = - " dx 

xViB^l - xil2ylx{x— 1) +x^ (1 — x)^ 

23) y = ^(a + x2)«xf(a + x'')2 25) .y = >/(«* + <««' +x«)(a— x) 

dy = *|x'^(^T^)'rfx ^ ^ 3x»dx 

2Va»— X» 

24) y = (5 + 3x)V6x — 5 26) y = (3x>+5ax — 2a*)>/a*+3x2 

27x(te j 5o3 + feOox* + 27x» _, 

dy = , dy = T - — — .- — - ax 

yl6x—5 >/a*+3x» 

27) y = (9o^ — 6a6x+ 562x2) y(a + 6x)'- v 

40b^s^dx 

3va+6x 



öyia+ox 

28) y = (2a+36x)(2a— 36x)2>/4a + 66x 

dy = |6(35x— 2o)(21ftx+2a)VG6x+4a rfx 



29) y = a;(a'^ + *2)^^2_a; 

V a' — x^ 
30) 



dx 

1 + 

(a? + >/l + ^^)^ ^ ' . 0^^^ 

du = ^ — -^=:rr. ^ (/a? dy = / 



V a* — a;^ 

X 



2» ,-r. 



32) y = (40— l2}a;+^,'a;»)V5+3a; 36) y = j— i + — sjVCS - 5a;») 



Sljc^rfa; , 63 



rfy . _^.i^^ . dy = _ ^, V(3 -5a;»)3 rix 

* 2V5+3a; -^ 

33) y - (i? -2a;+a;»)V(5T25j» 37) y = f ^- 9^j]>/3^+^ 

dy = 7xhlbT2x dx ^y ^ ^'^ 

34) y = (4x - 7) (3a; + 7)^3^T7 ^^^^"^^^ + ^* 



dy = 2843i;+7rfa; 38) y = (8x»-21)v'(7 + 4x»)* 
, 2 281 (-=-T — TT , 160x*rfa; 

^ ^ _JMx_ 39) y = (3a!* + 4)^9x*-3 

^ xV7aj*— ,9 135x'rfx 



^)^-|^-^l;/(3-H^) 



720rfa? 



'"i/(3-4r 

41) y = (||-,vy4x«+ixxfl6x)\'(3 + y4x«)' 

dfy = ||^4x^V(3+V^)'rfx 

1 ^^\ 5 + 3x+x^ 

42«) y - ^^ZZi^Ijip ^) y = 5^3x+x» 

a — 2a? , . 6(5 - x^jdx 

dy = («rz:^+^.y rf^ ^y = (5- 3:.+:^^)^ 

42b) y = -^-:zT 45) y = i j5~,i 

x^-\^ ax^-hax-hl x^j:'^- 1 



42c) y 



40) y = 



dy ^ (2x-ha — l)dx yla^ — x^ 

.^ d^ — X* , a^dx 

43) 3^ = "2-ir^2 ^'y = 



a^ + a?2 "^ {a^ — x'^)yla^—x^ 

Aa'^xdx 



''y=- (a»+x^)« 
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47) y =-,/£!=£.; 49) « = g 

dy = ia^xdx ^ ^ [>/l+a;«— a;]Va; 

(a»+a!*)v'a«— a;* ^ ^1+^ 

48) y = X yi±p 50) .V . >/^2±f 

V a — bx \l+x^ — X 

dv = -^+?*^Z*!^(Ja, dv = 2 [Vr+g+ a;]»fe 

(o — bx) >ia^—b^x^ " >/ 1 + »2 

51) y = yjT+ x-yll^ 
Vl + x+^l — aj 



1— Vi— i. ^ 
dy — — ■ / dx 



-3!» 



Vi= 



2J1 ^2 



X^i — X 



52V y ^ 5ft^a?«+30aft'a?^+40a^to+16a« 

(a+ hxYyja + hx 

, ^ [190a;* + 54a;« + 100a;] V4a;» — 5 

3^(5a;*+l)« ^ 

54) y - ^''* ^^«^*-8^. 

(9a;— 13)»V9a;*— 13a; 56) y = ^^ 

nxHx ^(20-3..). 

«y = — , örfa; 

(9^-13)V9a;2-13a; dy ^ -im 



a;»^(20— 3a;«)* 
55) « = 108-18>/g--3a;-|a;>/ic i^+20a;»+^a;» 

10a;<ia; V(3+5x«)3 

9^(2- va;)* ''J' = -WfTfPp 

58) y = CV^-T»,] ^a+6V^»)» 



dy « 24a;» V(i + Q^x^f dx 



, x*dx 



60) y^'^^:^rx\^^^^^^^MU^-i^) 

dy = r r — ^.^a? 

§.3. Definitionen und Grundformeln. 

Die einfachsten transcendenten Functionen sind diejenigen, welcfie 
aus der Exponentialfunction, aus den trigonometrischen 
Functionen und aus der Umkehrung dieser Functionen, nämlich aus den 
Logarithmen und den cyklometrischen Functionen hervorgehen. 

Die Exponentiaifunction e^ ist definirt durch die f fir jeden endlichen 
Werth von x unbedingt convergente Reihe 

wobei e = 1 + Y + J-^ + i^S +• • »n i«^- = 2,718281828... 

Aus der Umkehrung der Exponentialfunction e^ gehen die natür- 
lichen Logarithmen (Neper*sche oder auch hyperbolische Logarithmen), 
deren Basis e ist, hervor, so dass, 

wenn y =z e^, 

X 3= log. nat. y. 

In der Folge werden die naturlichen Logarithmen durcl^ ein dem 
Logarithmanden vorgesetztes I bezeichnet. 

Die Logarithmen in Beziehung auf die Basis 10, welche durch ein 
dem Logarithmanden vorgesetztes log bezeichnet werden sollen, werden 
Brigg'sche oder gemeine Logarithmen genannt. 

Zwischen dem Brigg'schen und dem natürlichen Logarithmus einer 
Zahl z besteht die Beziehung 

log « = ^^^ 
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Allgemein gilt zwischen den Logarithmen einer Zahl z in Beziehung 
auf die zwei Grundzahlen a und b der Satz 

a 

log« = -^-~, 
a 

log 6 

6 a 

woraus folgt ' log a . log 6 = 1. 

1 '' 

Die constante Zahl — = löge, mit welcher man den natürlichen 

Logarithmus einer Zahl z multipliciren muss, «m den Logariihmus der 
nämlichen Zahl z in Beziehung auf die ßasis b zu erhalten, heisst Mo- 
dulus des zur Basis b gehörenden Logarithmensystems. 

Es ist demnach der Modulus des Brigg'schen Logariihmensystems 

/TÖ = ^"8 ^ *= 0,434294482 . . . 

Umgekehrt findet man den natürlichen Logarithmus einer Zahl, 
indem man den Brigg'schen Logarithmus derselben mit dem reciproken 
Werthe des Modulus 

-J- « nO = 2,302585093... 
löge 

multiplicirt. Die Multipla dieser beiden Zahlen , deren Kenntniss die 
wirkliche Berechnung abkürzt, fmdet man in jeder gut eingerichteten 
Logarithmentafel. 

Die Erklärung der trigonometrischen Functionen entlehnt die 
Analysis der Goniometrie. Während aber in der Goniometrie die unab- 
hängige Variable gewöhnlich als eine Winkelgrösse (ausgedrückt in Graden, - 
Minuten und Secunden) betrachtet wird, zieht man es in der Analysis 
vor, die Länge des auf einem Kreise mit dem Radius 1 diesem Winkel 
als Centriwinkel entsprechenden Bogens (ausgedrückt in Theilen des 
Halbmessers) als unabhängige Variable einzuführen. 

Zur Verwandlung von Winkelmass in Bogenmass dienen die Glei- 
chungen arc 360** = 27r, arc 180® == tt, arc 90® = x^tt, 

arcP = t?n = 0.017453293..., arc 1'= ,-7^= 0,000290888..., 
loO 180.60 

"•= '" = iSO.e'o.eO = 0,000004848 . . . 



Die Multipla dieser Zahlen findet man in den Logarithmentafeln. 
Mit Hülfe dieser Zahlen ergibt sich z.B., dass einem Bogen von der 
Länge 1 ein Winkel von 57« 17' 44",806 = 206264",8 entspricht. Der 
Brigg'sche Logarithmus der letzteren Zahl, welcher mitunter gebraucht 
wird, ist 5,3144251. 

Einige Schriftsteller haben für folgende rationalen Functionen der 
Exponentialfunction e* 

die besonderen Benennungen sinus hyperbolicus von x und Cosi- 
nus hyp. von x und die besonderen Zeichen 

©in^r und Soda? 
eingeführt. Eine wesentliche Abkürzung wird hierdurch nicht erreicht. 

Die inversen Functionen der trigonometrischen sind die c y kl o me- 
trischen Functionen arcsinx, arctangrr, etc. 

Unter aresin x, resp. arctang^r, arccotango; ist derjenige zwischen 

7t TT 

^ und + -^ liegende Bogen des Kreises mit dem Badius 1 zu 

verstehen, dessen sinus, resp. tangens, cotangens gleich x ist. Mit 
arccoso; wird derjenige zwischen und n liegende Bogen des Kreises 
mit dem Radius 1 bezeichnet, dessen cosinus gleich x ist. 

Unter diesen Voraussetzungen gelten folgende Differentiationsvor- 
schriften, wobei u eine beliebige Function von x bedeutet: 

VIII. (i(e«) « eUu 
Zusatz. d{a^) »= aHadu 

IX. d{lu) = — 

Zusatz 1. dlogu = -=- • — 

la u 

Zusatz 2. du = ud{lu) 

X. (i(sinu) as cos u du 
XL d(co8u) = — sinudu 

XU. er(tangw) = -^ = (l+tang^u^u 

du 
XIIL (i(cotangw) = r-^- = — (l+cotang^u)dw 
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XIV. d(secu) = s-rfti Ä secwtangtidti 

cos u 

XV. rf(co8ecti) = — -r~^- du = — cosecw colangw du. 

Die Formeln X— Xill liefern nach dem Satze über die Differentia- 
tion der inversen Functionen folgende weiteren: 

du 



XVI. (2 (aresin u) 



Vi — n' 



XVII. rf(arccosM) = — ^^ 



vi — u' 



XVIll. d(arctangw) = ^^ 



1+w* 

XIX. (/(arccotangtt) ä — t~~~ • 

l+w^ 

§.4. Beispiele zur Differentiation transcendenter 

Functionen. 

, 7SX UX /y*3 fln* 



1+»* * («2— 2; (3—«'») 



2) y =J 



o; 



r^* 7) y 






'^ ^ = ^7^-*-'^ 8) y = r,/^r- 



(2a; 



^ ^(l + a?2) rfi^ = 



\ Vl-f-o;» — 



X 



4) y = il + « 



Vl+a?» 



1— a; 9) y = 2 .f '^S — Xy/l 

, 2dx \^4s+xyir 

* ~ 7x^—3 



5) y = i(a,+>/l+a;^) 10) y - f a;»(2a: + 4)^ 



(6+7a;+2x^)(2a!+3)i 
rfy = ^'^^ . _ 12dx 

^l+x^ ^ «(6 + 7a; + 2x2) 
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in „ , *>/(a'+4)'**y(a;-3)'» 

Va;+1 

, _ g' + g + l 

^ ~ a,3+2aj2-lla;-12''^ 

eVsT 1_ 

y(a,^ + 3x-7)n //2a, + 3 + V37\"' 

alsdann wird: 

, 5a!' — 4x+ 1 

'^^ ~ *»+2a;*— lOx+7 '^'^ 

13) y = 5!-^M|+ifi + ^,,V,(4_5a;) 

14) y « /, . _w + 5i 



(1 + jd)* 1 + a; 

, dx 

^ * a;»(l +a;)« 

,-^ 245X-18 , 5 JVs+ro/Tl , ,,„ _ ,. 

"''' ^ " )5a;« 12"^ 75 250 "^ 625l(a;»— 5)* ^"'V— 5 
. 2dx 

^ '^ x\x^ - 5)« 

17) y = [Im]" 

dy =s n[i«J"-"i . — • dux 

18) y = oa^^iC^aj") 

dy 4= oa!"*"* [m i (6»") + n] dx 

19) y = oaj'TICfta?")]? 

dy — ax'"7 ' [I (6a;")]P-* . [m I (6a;") + pn] dx 



12 

20) y«?g:^) 

_ x{6x^-8).l2x-Mx'- 4) , 

21) y = e«.a!» • 23) y = e*(a;ä— 3a;»+6»— 6) 
dy s e*(»a5"— > + a;")<te dy = a!*.e*fl[aj 

22) »y = flS**-»*' 24) y = »* 

dy a= 6a;(a; — l)a'**-3*'lada? dy ss a;*(l + ?a;)da; 

25) y = (Ax+bx^f*-^ 

dy = (4a;+5a;3)3«*-»«j(i£:^K^5£i)_j_^g^_2^^^^^^g^3^j^^ 

26) y = i[(3a; — 7a!»)ö*-«] 

27) ^ = ;(ru) * 

^3^ = — i — • dux 
ulu 

28) y = (4.-3)^(1-4- 4. +^(^f)| 

29) y = «i« 

30) y = /(ti»') 31) y = (?w)« 

(iy = lu.dVa:-\ dua; dy = —{luy-^^dnx-h(lu)Hludvx 

32) y = w(«"') 

V ulu -^ 

33) y = sin^ic 34) y = &mmx 

dy =s n sin"-* ÄJ . cos rz; rfa; dy = m.coswicrfa? 

35) jf = smiyx+q) 

dy = p, cos (jp:r + q) dx 

Wenn n eine grade Zahl ist, so ist: 

cos na; = ±[1 — pgCos'ÄJ + y-^-g-^cos*«;— ...] 
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Diese Gleichung auf beiden Seiten difYerentiirt und durch (—n) dividirt, 
gibt: 

sin wic = =F n sin x [cosa; — r-o"o cos'a; + — . ,/q ^ ^ — cos^ä;...] 

Ist n ungrade, so hat man 

_!_ n ♦»*— 1 2 . (w* — 1)0** — 9) . ' . 

cos wo? =: it n cos Ä? [1 — .— ^ o cos*a:+ ^-^—x— ^ >i g co8*a: — . ..J , 

^ 1.2.3 1.2.3.4.5 

woraus sich durch dasselbe Yerlahren, wie oben, ergibt: 

sm na; ssB ± sm a? [1 r- o" cos^a?-}- ^ — ^ — cy \ a — cos*a? — . . . .] 

Die oberen Zeichen sind zu nehmen, wenn n von der Form 4a oder 
4a + 1, die untern, wenn es von der Form 4a -f- 2 oder 4a + 3 ist. 

Diese vier Formeln , welche in Cap. V abgeleitet werden, können 
in einigen der folgenden Beispiele zur Vereinfachung der durch die Dif- 
ferentiation unmittelbar erhaltenen Resultate dienen. 

36) y ■■ I sin 7a? -f- 1 sin 5a? 4- 1 sin 3a? — 5sina? 

dy == (cos 7a: 4- 3 cos 5a? 4- cos 3a? — 5cosa?)rfa?s= — 64sin*a?co8*a?(fa? 

37) y Ä ^ sin 8a? + 1 sin 6a? 4- sin 4a? —2 sin 2a? — 5a? 
dy s=s (cos8a;4-4cos6a?4-4cos4a? — 4cos2a? — b)dx 

= — 128 sin^a? cos*a; dx 

38) y= ^cos9a?4-f cos 7a? — f cos3a? — 6cosa:4-f cos( — ^f) 

dy as ( — sin9a?— 3sin7a?4-8sin3a?4-6sina?)(/a? = 256sin3a?cos*a?(/a; 

39) y 3= Y*öC^^10a? + icos8a?4-icos6a: — 2cos4a? — 7cos2a: 

dy Ä — (sin 10a? 4- 4 sin 8a? 4- 3 sin 6a? — 88in4a? — 14sin2a?)rfa? 

5B= 512 sin^a? cos'^a: dx 

40) y Ä a?^sina?4-3a?*cosa? — 6a;sina? — 6cosa; 
. dy ^ a^ . co&xdx 

41) y Ä tang a? 4- i tang% 43) y == Janga? — cotga? — 2a? 

, dx dy » (tang^a? 4- cotg^a?) rfa? 

cos*a; 

^^ y = (Ä+i^)''"* ^^ y = (co8% + |)8in»rr 

o o 4 dy :mk 5 sin'a? cos*a? dx 

j 8 — 3cos*a;j ^ 

dy s= = dx 

cos*a? 



u 

45) y a= |cos;rcolga; — ^cos2a;siniC — f sina; — fcoseca? 
dy = -r-r- dx 

46) y= V^ + cotg.r + 4 sin2iP + ^ysin4a: 

% =(V A- -^cos2x-\-icos4x)dx^ — ^^dx 

47^ „ -. 3 coseco?— 28ina; ,. , ^ 
^^^ ^ 5^^^ V*cotg2a. 

sm^a?cos*a? cos*a? 

48) y = — Q . ^ --Htanga? + /sin| 



(f y = 



2 sin^a? 
dx 



sin'o; cosa? 



49) y = _ 1 ^+/,ang/4-+|.) 

3 sm^a? sin a? ^ \ 4 2 / 

, dx langa? , 

sm*x cos 0? sin^a? 

50) y = i cüs^a?^ cos a? + / lang ^a; 
dy = cos^a; cotg a? da? 

51 ) y = i cosec^a? + cos^a? + 1 cos*a; -h 3/ sin x 

j cos^a? , 
dy = r-^da; 

52) y = 1^ sin^a?cos% — jfcos^a; — 3cosa?~ Acorga;co8eca;- ^itang^a; 

j cos^a; , 

dy = . , - da; 
sirra? 

53) 2/ = ^ tang*aj — ^ tang^a? — Jcosa? 
dy = tang^a? da; 

54) y Ä — 1 cotg*a? 4- ^ c^lg^^ + Isin a? 
dy = cotg^a; da; 

55) y = I tang^a? -— :J tang*a? + ^ tang^a? + / cos a; 
dy SS iaug'^xdx 

Kßx 23 + 18 cos 2a? 4- 3 cos 4a; 

^^ y m^x +''""8^ 

j seca?. coseca? , da? 

dy = g da? = 



cos^a? sin x cos^a? 
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.„X (3co8 4a;— 7)cotg2a; . „ , 

07) y = ^ (^„2^)—' +6-h.usx 

dy = sec*a? . cosec^rc (to 

58) y - (-"''- + ^'^"^.^-f,^°^^^)^"^g^^ + 20?Unga; 

(sin 2ic)* ^ 

<iy = sec''a?.cosec''a:(Äa; 

59) y == 8in(m + iu;j 60) y = Daiig(p + 9ic)P 

dy Ä n. cos (m+ ?w?) rfa; ^ — ^^ ^^"^ (^ + ?^) w 

61) y = x'^ .^Qc{'px rV- qx^\ " [cos (p -h ^a;)^ 

. 2a? + a?* (p 4- 3ga?^) lang (pa: + ga?^) 

C05 (par+^ic^) 

O^) y aas — -~ 63) y — — 

64) 1/ Ä 2 ^ 4- o Cos a?4- V^^ — a^ . sin x 

tf+ftcosic 

a + 6 cos a; 
■ e*^(asina; — cosa:) 66) y = c'^Cacosaj-i-sina;) 

= (a*4-l)e''* .sinaic^a; rfy = (a^ + 1) c"* cos a;(/a; 

= ae*** sin a;(a sin a; — 2co8a;) + 2e«^ 

= a[p?''^^t'^%\VL^xdx 

.jix 2 / . Q • > . 6e^(acüsa;+sina;) 
«= e^cos^a;(aco8a? 4-3sina?) + — ^^ — 5 — ; ^ 

= (a2-|-9)e«*cos3a:(to 

= e*^(3sina; — cos a?) 4- c~* (5 sin 2 — cos3) 

= lOe^.sinajflfa: 

70) 3= . I g-^ Vcos X — e ^ ^ + e~^ Vcos x + e"° * 

' eF Vcosa; — c^^*^* — e"~* ^costr 4-e^^^* 
, ^ 2e^^° ^ (cos^a? + si n a;) — 4 (co s -a; — e-"°^ -^l 

[cos a: (e'^— c"*^) -c«^» -^ (ß*^* -h e-^^)]Vco8^a;— e-^^^-^ 

71) y « arcsinya;^ 72) y = arcsin2a;>/r^^ 

j l^xdx j 2 (Ix 

dy = —^~ ^ dy =a= . ■ — 

yll—x^ yjl—x^ 





dy 


65) 


y 




dy 


67) 


y 




dy 


68) 


y 




dy 


69) 


y 




dy 
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73) y = aresin J j 



— X 



dy = — 



-\-x 
dx 



74) y = 



{\-\-x)yl2x(\-~X) 

75) y = ÄJ^arcsin — 

X 

dy ae x^ (3 arcsin ._ — | 

^ \ . ^ ylx'^ — lf 



dy = 



. 1— a;^ 
arcsin r-- — , 



l + a;5 



dip 



76) y = arcsin 



dy =s 



a; 



6a? — a 
x^IP -ha 

y] adx 
}Jx^ + 2hx — a 



82) y = arctang 



2x—l 



2yll'hX — X^ 



dy = 



dx 



>/l + 



a? — x^ 



77) 2^ = arcsin y/ -^ 



g + ft^' 83) y = arctang 



ir— 2 



l + 6a;^ 



2ylx'^-\'X—l 



dy 



bxdx 



78) y Ä arctang 



2aj 



rfy = 



dx 



X 



4x^ +x — 1 



1—x^ 



dy = 



2dx 
l-hx' 



79) y asz arctang - 

dx 



Vl+a:^— 1 



84) y = 
dy = |(ia? 

85) y = 



V' 1 — cosa; 



arccos 



>/l— i"2" 



a? 



dy = 



(/aj 



dy = 



Vi^ 



a?^ 



2(1-*- a;*) 



80) y «= arctang 



2fl;-i-X 



dy Ä 



a;V3 



86) y 

dy 



arccos vi — ^ 



24x—x^ 



7x^+4x-{'l 
x 



87) y B= arccos 



2>/ic2 -\-x—l 



VT=-" 



a;^ 



81) y = arctang 
— da; 

88) y == Vi — x^ — rc.arcsin^l 

dy Ä — arc sin y 1 — x'^ dx 



oolö 



dy 



dx 



X^X' -\-x — 1 



X' 
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89) y = (1 - ^x^) X . arcsin >/l— a?*— i (7 — ^^) 4^ — x'^ 
dy sss (1 — ä;^) arcsin ^i — ^^ ^'^ 

90) y Ä ^a?* — [4 W 1 — ^^ — i arcsin x"] . arcsin a: 

dy == . . arcsin x dx 

vi — x"^ 

91) y == [ — (i^* + 1^) V 1 — ^^ +t\ arcsin a:] . arcsin x-\- -^^x^ + ^x'^ 

dy = -p==. arcsin :rrfa; 
^ 41 — x^ 

X V2~ 

92) y = -r===-. arcsin ÄJ + ii(l — a:*) — arcsin —- 

vi — ^* ^ 

^y = T. -Ti^^XWiixdx 

93) y = — arcsin ^F^^ + 1^ / ^ "~ V-"" "^' 1 

dy SS j . arcsin vi — x'^ dx 

94) y = (^a?' — DarccosÄ? — ^ic^l — ^* 
dy = :z;.arccos:x; (te 

95) y = iVl— ^*— (1— 4Ä:^)arctangV'l— a;2 

dy = X arctapg ^1 — ^^ ^^^ 

96) y =a |a;5 arctang x — ^j^a;* + A^* — A Ul + ^^) 
dy s ic* arctang ic da: 

97) y a= [x — ^ arctang ic]. arctang a? — ^l{l+x^) 

dy Ä ^1 ^aiVcUn^xdx 

^^^ y == i2(OT) +i«'"^'«"K^!' «r<^l«"g^+ 4ä i^) 
<^y = TjqT^- arctang ic da: 

2a: 



Man setze 2 arctang a: tör arctang 



1— a: 



2 



16a:2 

Sohncke's Aufgabensammlung. I. 
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100) y = arcfangtang l{x + 4^^ -\- a) 

j dx 

dy = 7=— 

arctang j! X_l_ : 



101) y = ! arctang Vl±i?!zil 

f X 



X 



« 



Weil arctang ^ = j arctanga; und 

X 
dUx^U.d{lu)a:, SO Wird 

dy = [| arctang a;]*^''''''*"^'' d [^ arctang a? . ^arctang^r] 
= öarctang.]^^^^^"^^ I^^^^'-J^- 

102) ,:==_-^^ _^ 2 ^^^^^^^^ 

J+cosa; ^3 2 + cosä; 

, 3dx 

^ "■ (2Tcösx)^ 

/ a h 

103) y «c arctang y _— tang^a: 

% = ^Vl ^^ 

104) y = _l(i._l) arctang, JS^lüf 

^p^n m/ * C»* + n) + (»» — «) cos a; 

+i (-f + -) arctang ^^^'"^ 

dy = — ^ 

a-\-ocoax-{- c cos 2a; 

105) y = i. (-1 + 1\ arctang ^ 2psin^__ 

^p\n mj ^ («* + n) + (w+n)cosa; 

— '^»X'Z 1 arctang -; ^ 

^8\n m/ ö (»»— w)-i-(w+n)cosa; 

^ __ cos a;rfa? 

a + 6cosar + ccos2^ 
In diesen beiden letzten Formeln ist m^ = a+b-V-c n^ = a— 6-4-c- 



Capitel n. 

Differentiale liSlierer Ordnungen von entwickelten Functionen 

einer unabhängigen Yeränderliclien. 

§.5. Allgemeine Sätze über independente Darstellung der 

Differentialquotienten höherer Ordnungen entwickelter 

Functionen einer unabhängigeji Veränderlichen.*) 

Zur Abkürzung soll in der Folge das Product aller positiven gan- 
zen Zahlen 1.2.3...n nach Kramp mit n! (n Facultät) und der 

Binomialcoefficient j^ — ^-^ — ^ ) •- - \ 1 injj ^^. q^^^ (n)r he- 

zeichnet werden. Unter n^ und 0! ist immer die Zahl 1 zu verstehen. 
Bezeichnen u und v beUebige Functionen der unabhängigen Ver- 
änderlichen X, so gelten lür die Bildung der Differentiale höherer Ord- 
nungen folgende Vorschriften: 

I. cf» (w + ü) = d»u + d^v 

II. (f«(4w) = id^u, 

wenn Ä eine von x unabhängige Grösse bezeichnet. 

III. d\uv) = ud^v + Uidu (i"-*t; + n2d^u d^^h + . . . 

■i-nn^\d^~^ dv 4- d"w . v 

Ä 2 ^*- rf*wd"""*t? = symb. (du-k-dvY (Satz von Leibnitz). 

Wie die symbolische Entwicklung von {du -h dv)^ nach dem bino- 
mischen Lehrsatze zu verstehen sei, erhellt aus der vorhergehenden aus- 
führlichen Formel. Es möge noch hervorgehoben werden, dass d^u und 
d^v die Functionen u und v selbst bedeuten. 

Bezeichnet F{u) eine mittelbare Function von x, so gilt in dem 
speciellen Falle, wo u eine lineare Function von x ist , für jeden posi- 
tiven, ganzzahligen Werth von n der Satz d^Fdu) = F^^\u) dxU^. (Vergl. 
Formel VI, §i 1 für n = 1.) Ist dagegen u irgend eine andere Function 

*) Vergleiche Hoppe: Theorie der indepeudenten Darstellung der höheren Differen- 
tialquotienten, Leipzig 1845. 
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von X, so werden im Allgemeinen die Differentiale dti, dhi, . . . wieder 
Functionen von x sein, und man hat der Reihe nach, wenn man von 
der Lagrange'schen Bezeichnung F'(ti), !?"(««)>.•. ^**W ^ör die erste, 
zweite, . . . nte in Bezug auf u genommene Ableitung der Function ^tf) 
Gebrauch macht: 



+'"■<"■ Ms)' S+'-MfS)* 



und im Allgemeinen 

In dieser Formel bedeutet Ak eine von der Natur der Function F 
völlig unabhängige Function gewisser in Bezug auf die unabhängige Va- 
riable X genommener Differentialquotienten von u. Kann demnach Ak 
für eine specielle Function F bestimmt werden, so behält das Resultat 
seine Gültigkeit für jede beliebige Function F. 

Setzt man z. B. F{u) = w**, so wird 

p^){u) « -j^ = Ä(Ä— 1)(Ä— 2)..,(Ä — fc+l)w'»-* = fcl.Ä^ii*-*. 



Dann wird die obige Gleichung 



^^" I. 1 



Dividirt man beide Seiten durch u^ und beachtet, dass h für Xr> ft 
verschwindet, so ist 



^^' Ä-i 



Setzt man für den Augenblick der Kurze, wegen 

so gibt die Gleichung 

Wh ■= 2 V*- 

Wenn man in dieser Gleichung der Reihe nach A 35 1, 2, 3 . . . ät 
einsetzt, so folgt: 

Wi = Vi 

W3 = 3t?i + 3/?2 + «^3 



• • 


• • 


fcit?i + Ärjt?^ + /ra^a . 


• • 

. . . t?/. . 


Bückwärts erhält man hieraus 


JHcht: 


»1 


= 


Wi 




»» 


« 


— iwi + Wj 




»s 


=»? 


3tb| — 3uj, + tug 




»4 

• • 


• • 


— 4t0i 4-6t02 — 4ii?3 


+ tl>4 



v/. = (— l)*+»Äriti?i + (— l)*/fjtr2 4- . . . . + u?^ 

= 2(-l)*+^*h.w>h. 

Setzt man für v und w ihre Werthe wieder ein^ so findet sich 
und dah^r wird 

Beachtet man^ dass 

(^ - 1) = (- i)kli-JL\ ^ (_1)4 2 (_ i)fcfc,^- V, 

und differentiirt man diese Gleichung nmal nach einander, indem man 
Y als Cöiästante betraditet, so folgt 
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^(i_i)' 



(_i)«2(-i)t^^-S^ 



oder wenn nach der Differentiation y = w gesetzt wird: 



y =„ = (_1)» 2 (_!)<.*„-* 



<!»(«*) 



Mit Hfilfe dieser Gleichung erhält die Formel IV* folgende, in 
manchen Fällen brauchbarere Gestalt: 



k^n . d 



" ^'-= ^">» 



"(t-)', 



da?" i*^!*' ^^ 



y = w 



Die beigeffigte Marke |/ =ti| soll -andeuten, dass die Grösse y 
während der Differentiation in Bezug auf x als constant zu behandeln 
und nach Ausführung derselben durch u zu ersetzen ist. 

Macht man in dieser Gleichung u = x^, so erhält man einen Aus- 

druck für — ^^ \ dessen Umformung jedoch einige Weitläufigkeiten 

verursacht. Es wird daher zur Herstellung der nten Ableitung von 

Fix^) der Weg der Induction vorzuziehen sein. 
Setzt man y = ^(a;*), 

so wird ^ = 2xr(x^), 

2, = {2xyF''\x^) + 6(2x)n^^) , 

= {2xyF^^{x^) + 12{2x)^F'"{x^) + 12r'(a?»), 

2 = {2xyP\x^)-{-20{2xyFfy{x'')+ßO{2x)F'\x^), 

\ ».. 

IVa. -5r-^ = (2a;)»F»)(a;») +n(n— 1) (2a;)»-2pC«-i)(a;»)+ 

^ n(n ~l)(»-2)...(n--2M^l) (2^)_2p^n-p)(^») + . . . 

1 • ^ • . .|!> 
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Die Richtigkeit dieser Formel kann durch den Schluss von n auf 

(n + 1) erwiesen werden. 

Auf analoge WeiHC wird gefunden: _ 

IVb «^"^(V^) ^ F^^KyJx) _ «(n— 1) F^—^Xy/x) 

(n + 1) n (n — 1) (w— 2) F^'^Kylx) 
■^ 1.2 • (2Vi)"+«_ 

. /jNp. (n+p-l)(«+p-2)...(n+lM-l)-(n-p) ^"-^Va;) 
^ ' 1. 2. 3. . . . p {2ylxY+P 

(„_l)(n-2)n, MV 

^ (n-l)(n-2)...(n-p)n''j,._„,/lv -. 

a!*'-p \xf J 

Setzt man in der Gleichung IV * u = o^, so ergibt sich 

Demnach hat man den Satz 



+ 



wo Ak = ^ 2 (- l)Ä+Äfc,(AÄ)„ = 



- (-1)*+' Jt [*i^-*2(2it)« + Ar,(3A). +,_i)t+i>^.(H).] 

(Man vergleiche die drei vorangehenden mit der hier aufgestellten Formel) 
Macht man in der Formel IV * i« ä «*, so kommt 



^'""'* kx 






S4 

Folglich ist 



wo ii - 1 2 (- 1)*+***A« = 

(—1)* +! 



^ — [äjI»— fc,2»+Jlrj3» — ... + (— 1)*+^A**"J 
§.6. Beispiele. 

1) y = a;^ 
^|1) = fi(jt-l)(fi-2)....{,i-n + l).xf^-' 

2) , = i 
\ a? 7 _ / , \|, 1 .2.3... n ^ - n ! 



4) y ^ ylx 

d^(ylxl ^ ^_iN»-i 1.3.5...(2n^3)(2n— D.yS" 
//a:» ^ ^ (2n— 1)2«.ä" 

(Der Factor (2n — 1) ist im Zähler und Nenner hinzugefügt, damit 

die Formel auch tür den ersten Differentialquotienten, für » as 1, ihre 

Anwendung finde.) 

6) y "'ylx 
d»(yi) _ , .—1 2.5.8.11...(3»— 7)(8ft— 4)(3n— l).yi 
da;» ~ ^ '' ' (3»— l).3».a;» 
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(Wegen des Factors (3w — 1) siehe die Bemerkung bei Auf- 
gabe 4.) 

_yilx2 ^ , ^., 1.4.7.10....(3»— 8)(3»— 5)(3n — 2) 



8) _y - 'ylx' _ 

d^jllx^) _ / .x,_i2 1.4.7.10....(3w— 5)(3n — 2)^ 3;« 
<te» ~ ^ ^ (3n— 2).3''a?' 

(Wegen des Factors (3n — 2) siehe die Bemerkung bei Aufgabe 4.) 

9) y = i 

\^x*l ^ 2.5.8.11....(3»-1) 

10) y = {a + ßxy 

11) 9 = (a+ßxY 

Nach dem vorhergehenden Beispiel findet sich mit Hülfe von IVa, 

§. 5, wenn man noch zur Abkürzung das Binom a + ßx* mit u und 
seine erste Ableitung 2ßx mit u bezeichnet 

^_ =^ ^(^_l)(^_2)...(AZ-n+l)M^ .u ^l + ___j^^^,^J 



. «(n-l)(n-2)(n-3) Ißn \' 1 

'^ 1.2.(n—n+l)Qi — n+2) VV J 



12) y = {a+2bx + cx'^y 

Die gesuchte nte Ableitung geht aus 11) hervor, wenn man darin 

QC '~— h^ b 

a, /?, X ersetzt durch , c, \- x, Macht man dann noch 

c c 

a-\-2bx+cx^ ^u, 2{b-hcx) = u', so erhält die Lösung die nämhche 
Form, wie in Beispiel 11). (Lag ränge, Memoires de Berlin, 1772). 
Anmerkung. Die Substitutionen a=l, 6 = 0, c = — 1, 
a;=scos2, n ^v — 1, ^^ v — | ergeben unter Anwendung der allge- 
meinen Formel 

2* 
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welche durch Entwicklung des Ausdrucks 

sinv» _ e^''~ e~^^* _ ( cos g+t sin g)^— ( cos z—i sin zY 

cos^Ä 2tcos^Ä 2tcos^« 

entsteht, den bemerkenswerthen SpeciaKall 

(Jacobi, Crelle's Journal XV, S. 3 und 0. Rodrigues: These 
sur rattraction des spheroides, 1815). 

1 



13) y = 

\a+axf 



a+ßx 



daf ^ ^' {a+ßxf+^ 

\a+ßx^J . ,^, , M" rt ^ IX ißu\ , , „, //?Mv* - 
-^^^ (-1)»«! ^--[1_(„_1),^^-^| + („_2)^^,| -...], 

WO w = a -l-/?a;*, n' = 2ßx. 
(Vergleiche Beispiel 11) für f,i::s=: — 1). 

^^^ ^ ^ a + 26a; + cx^ 

Durch das gelegentlich des Beispiels 12) angewandte Verfahren 

erhält man dieselbe Formel, wie im Beispiel 14). 
16) y 

Ka-^-bx) 



a-\-bx 

an\ 



= (^ft)»-! 



da;" ^ ' (a + 6a;)"+* 

^*) y - (a'+h'~xy 

Nach dem Leibnitz'schen Satze erhält man, wenn der Kürze wegen 
gesetzt wird 

.J = m(m-l)(«-2)...(m-n + l)6"^^,g=^ 
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dx' "r ' 60«-»+l) V+ft'x' "^ 

■*■ ^ b\m—n+i) {m-n+2) \u'+b'x) "\ 

folglich 

r/"y _ n!6" r 1 (—1)" 1 

da^ "■ 2a \{a—bxY'^^ '*"(7-Ma;)"+'J 

Für ein grades n hat man demnach 



und für ein ungrades n 



n ! 6»+! 



5; (n + l)2h+ia»-2'»-i6%'''+i 



Ordnet man nach fallenden Futenzen von x^ so wird sowohl für 
ein grades, als auch tur ein ungrades n 

n!6« 






rf^^ (a^— 6V)»+^ 



(Unter dem Zeichen A^^ ist hier stets die grössle in -^ ent- 
haltene ganze Zahl zu verstehen.) 

19) y = ^_^L__ 

Substituirt man in der Lösung der Aufgabe 18) bi für 6, so wird 
für ein grades n 

^ '^"~^' (-1)1- -— ^^5^, 2 (-l)"(n+lka"-2V*^* 






und für ein uiigijdeä n 
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Eine andere Form der Lösung dieser Aufgabe wird erhalten, wenn 
man schreibt 

a^ + 62^2 2a \a — ibx a 4- ibxf 
Hieraus folgt 

dJT» 2a l(a— i6a;)"+i (a + i6a;)"+U 

Setzt man nun a = r cos ^, bx = r sin 9>, so kommt 
lur ein grades n 

^-j = (-1)2 -^ cos [(n+l)arcUDg-J 

und für ein ungrades n 

rf^5 = (— 1) ' HÖ sin [(n+1) arclang — J 

Mittelst der Zerlegung 

a^ 4- 6 V 2a i \6ii; — ai bx + ai/ 
erhält man durch eine analoge Rechnung eine Formel, die sowohl lur 
. ein grades, als auch für ein ungrades n Gültigkeit besitzt. 

1^^ = (" 1)" '- ^ '*" [(n+l)arc!ang^J 

a(a^+6V) -^ 
1 



20) tf = 



^m — ^m 



Durch Zerlegung in Partialbrüche Gndet man, 
A. wenn m grade ist 



X 



m 



— a"* iwa"*""* \x—^a x-\- aj 
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. - , 2hn , . . 2hn 

Ä = 5w— 1 COS htsin — 

1^-1 tn m 



ma"^^ ^ , 2h7C . 2hn 

A==i X — acos — lasin - 

m m 

. 2h7i . . 2hn 

w=Jm— 1 cos tsin — 

1 ^ tn m 

■*"^'»»-» \-^, 2h7t ^ . . 2hn ' 

A=i /p — flcos h tasin 

m m 



also mit Hnife von 13), wenn man noch setzt: 



2hn 

X — a cos 

m 
cos 9)/^ a 



-1 / x^ — 2ax cos \-a^ 



. 2hn 
asm 

sm (pi^ SS 



^x*- 



2aa;cos Ha* 

tn 



'iC" — 0"/ ,_.., _n! / 1 _1_ \ 



J2h7i 
\ m 



+(-!)"• i£is^-^ 



Ä=rjm— 1 cos I h 



n! «r> \ m 



(»+i)y'/.) 



1/ ( — 2aa?co8 ha^l 



B. wenn m ungrade ist 



1 11 1 '^ 

/pw — am f)ia*"~* a? — a iwo*""^ ^ 



Ä-=?!zl 2Ä7r . . . 2Ä7r 

cos h t sin 



tn tn 



, , 2Ä7r . . 2Ä7r 
'^=1 a? — a cos — t asm 



m fn 



"~" 2 COS 1 sm 

1 ^ tn tn 



"=i a? — a cos h lasm 

tn tn 

also unter ähnlicher Annahme wie vorbin: 






<te» V a; . ^^„_j _ ^ ^^, -t- 
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„t cosi-— +(n-H)9;Al 



i ^«'"" Ä ri / / T^: ~2yr:~ : v«+r 



U \^ — 2aa?cos ha*] 

21) y = ' 



W« + 6a?/ ^ ,_ ., 1.3.5...(2n — 1) 

rfO!" ^ '' an+t 

2»(a + 6a;) "^ 



1' 



22) y = __ 

Aus Beispiel 11) für /u = — J, a == a, ^ = 6 erhält man 

Ua+hxV ^ 1.3.5..(2»-1) u» r 2'.n(n-l) /6m \ 

rfo?» '^ 2» '"^L- l.(2n— l)ltr2/ 



u 



23) .V = 1 



2^w(n— l)(n— 2)(n — 3) /6h v* ^ 

"*" 1.2 (2»— 1) (2n— 3) Itt'« /"•••] 



>/a — 6x* 



Wfl— feagy ^ ^_ j.„ 1 3.5...(2n— 1) u'» r 2». n(»-l ) ift« 
rfa?» ^ > 2» ?5±lL^"'"l.('2»-lVlt7^ 



(2» — 1) 
2'^.n(n— l)(n-2)(n — 3)^6« 



) 



JJ^n^n— l)(n-2)(n — 3)/6« V* -1 

1.2(2n— l)(2ft— 3) WV "'J' 
wo M = a — Ja;*, «' ™ — 26a; 

24) y s 4{a-{-hxY 

Bezeichnet p die grösste in ^ enthaltene ganze Zahl und ist 

W5P + 1» so ergibt sich der nte Differenti^Iquotient unmittelbar aus 
10); ist dagegen n^p + 1, so wird 

iu(iU-2XiU-4)...(^-.2p).1.3.5...(2n~2p-3).(4f • (=li-\'"''''_A- 

\2/ \a-\rhx1 ^a-hbx 
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25) y s e« 

26) ^ :« e«+** 

27) y = e'iHfc*^« 






da; 
= 26». «»'+*'*•. [26»a;» + l] 

g = 46». ««•+*'*'. [26 V+3*a;] 

^ - 46« . «"»+*»'• . [46«a;* + 126»a;2 +3] 

= 86«. ««'+**''. [46«x»+206»a?» + 156»] 
^ ^ ^ = «*+**'' 2 2-p. 1.3.5... (2p -l).«,,6-^»-2pa;»-äp 

p = Ü 

28) y = a« 

29) y = e*.a?« 

* 

^ = ^.[a?'»+3ma;'»-i-»-3m(iii— l)x«-2-Hn(m~l)(m— 2)a?^-»] 

30) y ^ Ix 

"^"""^ ^ — *^'' ^^ ^' "^^ Beispiel 2) 

^(Ml(-i)»-..lü^iii)i. 
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31) y = l(a + hx) 

Mit Hälfe von Autgabe 13) wird 

d'lja + hx) ^ (_iY-i (n — iy.^ 
dx" ' \{a + hxY 

32) y » /(a* — ft««») 

rfy 2h^x_ 

dx a* — 6*0?* 

fy _ 2b *ib^x^+ a^) 
rfaj«~ (a*— 6V^)» 

d»y _ 4:b^{b'x^ + 3a*bx) 
dx^ "" (a* — 6»x*)» 

d^ 126*(6«a!«+6a*6»a?«+a«) 

da;« (a*— 6»»*)* 

rf»y 48ft» (6»a!»+ 10a*6»a ; »+ 5o«6a ;) 

da?» ~ (o»— 6%»)« 

- d^^Uia'-b^xH 2f«-lV6"''^^" 

33) y = ?(«*+6*a;*) 

^ dx^ ^ = I^Twf 2 (-i)--«,pa^W-p 



34) y = i 



p 
a-hbx 



dU 



a — bx 
a-k-bx 



Da r-^ = "ö .9 9 'St, so wird nach Beispiel 18) 

35) y = (a'hbx)'^l{a-^bx) 

Der Leibnitz^sche Satz liefert 
^"y- = m (m— 1) . . . (m— n+1) 6«((r+6a?)'»-»n(a + bx) H ?* — - — 



3ä 

w« . 1 n, . 1 . 2 



n^. 1 Wg . 1 .^ 1 

(m—n-hl) (m— n4-2) (m— w+1) (w — w4-2) (m— n-h3) * ' J 

36) y = /(6 + a? + >/« + 26a? 4-.r^) 



Da $? ^^ 



_/ .x«,i 1.3.5... (2n-3 ) w"»-i j 2*.(n -l)(n~2) .feuv 

^^ ^ 2«--l * 2n-4 l^ l.(2w — 3) VV 






so kann der gesuchte nie Differentialquotient als Specialfall des Bei- 
spiels 12) erhalten werden, indem in 12) fx ^ — \ und (w — 1) an 
Stelle von n gesetzt wird. 

</>»[/ (6 + a? + >/tf+26a?+rP^)] _ 

, 1.3.5... (2»— 3) m'«-! I, 2Un -l)(n— 2)i6M\ 

2^(n->l)(n— 2)(n-~3)(n— 4) /6fi.^ , 

"*" 1 . 2 . (2n -- 3) (2n —5) W') ~ \ 

37) y = sinpo; 

dy • / . ^\ 

^ = pcospa? = psin^pa?+ yj 

p* sinpj? «: p2 sin i po? + 2 -^1 

^"(sinpa?) „ . / , 7t\ 

38) y =: cos po? 

<?"(cos pa?) ■ / 71 \ 

dx- = p- cos (pa; + n-^) 

39) y = e^«^"«8in(a?cosa) 

— ^ = e^^'""sin lajcosa — na + n-^l 

40) y = e^sinma? 

dy / . m \ 

-f- == e^^alsmwircH cos9^a;| 

dx \ a / 

Setzt man — «= tang^, also a = (a*+«i*)äcos^, so wird 

— s (a*+- »n2)ie'*^sin(ma?4- <ir) 

d"(e^*sin«ia;) ^ „. ,.~ «-. . / x 
— ^ - — ^ Ä (a ^+ m*) ^ e"^ sm (ma? + n^) 

41) y = (ö — Are)'" sin (a + 6a;) 

S h n c k e's Aufgabeosammlang. 1. 3 
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Der Leibnitz^sche Satz liefert 
^ = (— l)*»/n(m - 1) . . . (m— n+1) 6«(a— 6^)'«-»[sin(a+6a;) — 

* m — n+ 1 \ 2 / 

+ W27 , ^\7^ rö\ sin |a+6a;+2-^| 1 

(m— »H-l)(m — n+2) \ 2/ J 

42) y.= x^e^smmx 

Setzt man e^'^sinm^ <= u, rü;*" = t;, so ist zunächst nach Beispiel 40) 



n 



£^0? 



— -^ = (a^+m^) ^ e"* sin (ma; + n9), 

und nun ergibt der Leibnitz'sche Satz leicht 

»1/ - r «. • / \ «. , sin [ma;-|-(n — l)y] . 

-^ = (a2+w2)2 ß«^ a?»» sin (müj + n^) -Hill wa?"'-i — ,,, + 

/ IN « '9 sin [ma; + (n — 2)^] , 1 
^n, m(m — l)a;"*-2 — ^= ^ — , ^^-' H 

43) «) y = sin2"*pa; 

j(j) y Ä sin2"*+*pj? 

y) y == cos'^pa?, wo m eine positive ganze Zahl bezeichne. 
Mit Hülfe des Euler^schen Satzes 

sino? = — — , cosa? = — ^ 

erhält man die bekannten Formeln 

22m^^in2m^^(_l)m ^ (— l)'^(2m)fcCOs(2m— 2A)a?, 

/i=:2m+l 

22m+isia2'"f lic = (—1)«» ^ (— l)\2m + ])hsin(2m + l — 2A)x, 

2"* 008*"^; =2] wife cos (m — 2ä) x 

Darnach wird 

. (d^sin^'^üa;) 
a) -^ , ^ = 

= 'w-P" 2 (-l)*(2m)/.(2m-2A)"cosr(2»i— 2Ä)pa: + n^l 
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''> d^ "= 

._,,„A = 2m+l 

-^-ps^P" 2 ^-l)*(2«.+l)»(2m+l-2A)-8in[(2m+l-2A)|)a;+n'|-J 
y) .^^ ^ = |;i 2 mfe(m— 2A)»cos[(m — 2Ä)pa;+H-2 J 

/» sc=0 
Oß 

44) y Ä arctang — 

et 

Setzt man arctang — ä -^—9), also a; = acotangy, 

da? Ä ^-^> dy == ^ rfa?, 

. , rfv a sin'y 

so wird -r = -5-; — « = 

äx a^-Hß* a 

tPy 2 sin 9) cos 9p sin'qp ^__ sinVsin2y 

dx^ " a a a^ 

(Euier: Inst. Caic. diif.) 

45) y 3s aresin :r 
dy_ 1 

dX ^1— a;2 

Setzt man in Beispiel 23) a = 1, 6 = 1, wodurch ti = 1 — a?^ 
u SS — 2a; wird, und schreibt (n — 1) ifir n, so erhält man 

2».(n— 1) (n— 2) (n— 3) (n— 4) / «_\* i 



+ 



+ 



1.2(2n— 3)(2» — 5) 



46) 3, = arctang ^^ 

% sin« sincf 

dx 1 — 2a;cosa + a;^ "" (1 — p^) (1 — ?a?)' 

wo cos a + t sin a = p, cos a — t sin a = q. 

Hieraus folgt 



36 

^ ^ i. i_v i_\ 

dx 2i 'l -px i — qxt 
und daher 

(Ty _ (n~l)! ^"(1 — qxf — ^» (1 — p x)"" 
(tx" 2i {l—^xcosa-hx^)"* 

Wenn man noch setzt 

1 — a;cosa = (>cos9>, o^sina 3= ^sin^), 
SU wird 

p"(l — qxY — q* (1 —pxy = 2t p» sinn (a + y) ; 

folglich 

5 . („_!)! Ü£2(£±iP) 

(1 — 2a?cosa-f-a?*)^ 

S 7. Beispiele zur numerischen Berechnung der succes- 

siven Differenlialquolienten einiger Functionen für den 

speciellen VVerth » = mittelst Reccursion. 

1) f(x) = (a + 6a?2>" 

f{x) = 2iiibx(a-hbx'^)f''-^ 

Multiplicirt man beide Seiten dieser Gleichung mit (a-hbx^) und 
gibt dem Resultate die Form 

(a + bx^) f\x) = 2^ibx fix) . 
differenliirt hierauf beiderseits (n4-l)mal, so erhält man nach dem 
Leibnilz'schen Satze 

= 2fi 6jr/-(«+i)(a;) -h2inb (n + l\f^''\x) 

oder f<^^-^%x) = 6 (2/e -2n ~ 2) o; fin^i(x)-h{n+ l)(2/i- n)f(-Kx) 

a -f- bx^ 
Setzt man in diese Gleichung den speciellen Werth o? = ein, so 
kommt 

/•(«+2)(0) « ft(n+l)(2^£— n)^^^^^^^ 

Ist nun n eine grade Zahl, so wird 

r'^)(0) = 1.3.5 . . . (n~l)^/Oi~l)0t£-2) ... Q,-(^n~l)K-^(26)^ ; 
ist dagegen n eine ungrade Zahl, so folgt, da /'(0^ = 0, 
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nnx 



2) fix) = e" 
f(^x) = c*^" * cos a? Ä /{x) cos a? 

/tn+i)(a?) = /<»)(j?)cosa;— ni/'^'»-*Xa;)sinx— n2/'^"'"^^(a?)cosj? + 

-h n^f^^^K^) sin a; + • • • 

/t»+i)(0) = /*(»)(0) — ii2/(»-2)(0) +W4/<»-^>(0)~ne/'("-^X0) + ••• 
Hieraus ergibt sich 

/(o)» 1. r(o) = 1. /"'(o) = 1. r'(o) -0, /•"'(o) » -3. 

/•»'(O) = - 8, ^'(0) = - .3, /-^"(O) - 56, /-"'"(O) = 217, f'^0) = 64, 
/•^(O) = — 2951, f^'iO) = - 12672 - — 2r3*.ll, /"^"(O) = 5973 - 

= 181 . 3 . 11, elc. 

3) fix) aas arctanga; 

1 



fix) 



f"(<o) = - 



1+a;* 
2x 



(l+o;^)* 
(l + a;»)na')+2a;r(a') = 

(1 +a;»)/-(»+»)(a;) +2(n— l),a:/-»)(a;) +2(»— l)j/'(-')(a;) + 2a!f«(a;) + 

+ 2(n— IXf-'Xa;)« 
/•(»+i'(0) + M (n — 1 )p-»(0) = 

Wenn nun n eine grade Zahl ist, so folgt, well fiO). =» 1 

11 

/•(»+i)(0) = (— Ip 1 .2.3 . . . n ; 
ist dagegen n eine ungrade Zahl, so wird wegen /* (0) = 

/■(»+i)(0) = 
4) /^(äs) == arcsina? 

Vi — «* ^(a?) =-= 1 

- -7== r (a;) + ii^' fix) = 

VI — «* 

(1 — »*) /•"(») — X fix) = 

(1 -a;«)p+»)(a;)-2(«-l)jaf »)(») — 2(n- l)j /-(«-»(a;)- ir/■«(a;)— 
— (» — 1 )i /'(»"iXa') = 
/•(«+i)(0) - (m— l)Y(»-i'(ö) = 
Für ein grade» n wird, da /"'(O) = l 
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/•(«+i)(0)==1.3^52...(n — 1)* 

und für ein ungrades n 

/•(«+i)(0) « 

5) f(x) == (aresin a?)' 

Analog wie in 4) erhält man die Gleichung 

^(»+i)(0) — (n ~ 1)2 /-(»^»(O) = 

und hieraus lur ein grades n 

/•(«+i)(0) = 
und lur ein ungrades n 

/'(»+t)(0) = 2.2». 4*. 6* ... (n — 1)» 

6) /"(a;) = a;cotanga; 

Schreibt man 

o; cos o; = f{x) sin o?, 

so folgt nach dem Leibnitz'schen Satze durch n malige Differentiation 

^"(cosa;) . ei"~^(cosa?) -, . d"(sina;) .* w/ x i^H^mx) . 

Setzt man in dieser Gleichung o; s= 0, so verschwindet das Glied, 
welches f^^\x) enthält, und es wird f^^^^\x) als Function aller vorher- 
gehenden Ableitungen erhalten. Da f{x) eine grade Function von x ist, 
so erkennt man leicht, dass alle Ableitungen ungrader Ordnung verschwin- 
den. Es ist hiernach 

/•(O) « 1, f\0) ^ 0, r (0) = - f , r'(0) « 0, etc. 
') fip) = sin (m aresin 0?) 

^;, . m cos (m aresin a?) 

-,, , , »»05 COS (»» aresin x) m^ sin («» aresin x) 

' ^ °" (1 — x^) yll-^ 1^^^«* 

Hieraus folgt 

(1 — «*) /"'(x) — X f\x) + «t* /"(a;) = 0. 

DilTerentiirt man Glied tür Glied pmal, so erhält man 

(1 — a;') fP+^\x) — 2p,a!/'<P+i)(a;) — 2p jf ')(«) — xff+^\x) — 

— Vi fK^ß) + m^f'^\x) = 
und für a; B 

/•(P+2)(0) = (p2_^2)/-(p)(0). 
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Alle Ableitungen grader Ordnung sind gleich Null und 
/•(«»+i)(0) « in(l»-m») (3»—»»») (5*—«.») . . . [(2n— 1)* — m*] 

8) f{x) SB cos (ffi aresin x) 

f (2»+i)(0) = 0, /"(«^«(O) -=-in*(2»— m2)(4*— m»)(6i— m2)...[(2»)»-»»»] 
Anmerkung. In den vorstehenden Formeln bezeichnet aresin a; 
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denjenigen zwischen — -^ und -f- -^ liegenden Bogen des Kreises mit 

dem Radius 1, dessen sinus gleich x ist. Da der cosinus dieses Bogens 
immer positiv ist, so ist in Beispiel 8) f(0) = 1 und f\0) = 0. 

9) f{x) Ä cos(marccosa;) 

Wenn m eine ungrade Zahl bezeichnet, so wird 

f (2*+i)(0) = in(P— m2)(32— m^) . . . [(2n— 1)^- m^] sin ~ 

f(^){0) » ;* 
für ein grades n dagegen kommt 
/•('«+2)(o) « _^2(22_„,2) (4i_^i) . . . [(2w)'— m^] cos ^ 

/•(2«+i)(0) = 

Anmerkung. In diesem Beispiele bedeutet arccosrc denjenigen 
zwischen und n liegenden Bogen des Kreises mit dem Radius 1, 
dessen cosinus gleich x ist. 

m 

10) f{x) sBs (1-{'X^)^ 8in{mdircian^x) 

Indem man aus den drei für f{x), f(x) und f\x) erhaltenen Glei- 
chungen sin(marctanga;) und cos(marGtanga;) eliminin, erhall man 

(1 + x'^)f\x) — 2 (m-1) xf'{x) + {m^—m)f{x) ^ 
und hieraus durch ;> malige Differenliaiion nach dem Leihnilz'sciicn Satze 
(1 + x^)f^\x) + 2y^xf^'r\)(^x) + 2p2/'CP)(x-)-2(/w — \)x ff'+^\x) — 

— 2 (m— l)PifH'^) + (m'^—m) f^P\x) = 0. 
Setzt man in dieser Gleichung a; = 0, so folgt 

^(p+2)(0) = — f P)(0) {m—p) {m^p - 1). 
Demnach wird, indem man arctangO = voraussetzt 

^(?»+2)(0)=0,/^(2«+i)(0) = (-l)«m(»*-l)(m-2)...(m-2n+l)(m— 2n). 

^-. ^, . cos(w arctanga?) 

11) f{x) = ^ ^-^ 

(1+a?^)^ 
p»+i)(0)»0, /•W(O)« (— l)»m(m+l)...(iiH-2n — 1). 



Capitel in. 

Differentiale ron entwickelten Functionen mehrerer 

unabhängigen Veränderlichen. 

§.8. Allgemeine Sätze. 

Bedeutet f{x^ y) eine beliebige Function der beiden unabhängigen 
Veränderlichen x und y und werden deren partielle Ableitungen 

nach Jacobi mittelst des charakteristischen S mit- -, ^, >r-^,^-^-» 

üx oy ox^ dxoy 

^s-'j , etc. bezeichnet, während zur Bezeichnung der Difit;rentiale das Zei- 
chen d verwendet wird, so gelten für die Differentiation dieser Function 
folgende Sätze: 

I. df{x,if) = dxf{x,y) + dyf{x, 3/) = g^ <ia? + ^ dy 
dxdy dy dx 

Hierbei ist die letzte Bezeichnungsweise in dem Sinne zu verstehen, 

tt) •(^) 

die partielle Ableitung ^-^Vö-jk ^" setzen ist. 

IV. Bezeichnet F(u, v) eine mittelbare Function von x, indem u 8= 5p(a?X 
V = tp{x) Functionen der einzigen unabhängigen Veränderlichen x 
bedeuten, so ist 

dF{u,v)^^du + ^dv, 

P2r d^F d^F BF dF 

ete. 
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wo du = 9\x) dx , dv = \p\x)dXj 

d'^u = y"(a?) da?^, d^v « t/;"(a?) da;*, 

etc. 

Diese Formeln lür dF(a, v) , d^F(u, v) , etc. bleiben auch dann 
noch bestehen, wenn ussf(^x^y) und vus:g{x,y) Functionen der bei- 
den unabhängigen Veränderlichen x und y bezeichnen; nur ist in diesem 
Falle 

du^^^dx^^^dy, 

5¥ öV ö¥ 

etc. 

etc. 

Anmerkung. Die symbolische Gleichung d^F(u^v) as 

(d d V 

-^du+ ^dv\ F, welche zunächst nur Gültigkeit besitzt, wenn u 

und V unabhängige Veränderliche sind, behält ihre Bedeutung auch dann, 
wenn u und v nicht mehr die unabhängigen Variablen [selbst, sondern 
ganze lineare Functionen derselben sind. 

§.9. Beispiele. 

1) 14 = 21 x^ + 27x^y + 9xy'^ -hy^-i-81 
du = 3(Sx-hyy(3dx-{-dy) 
1 



rf„_ ^dx^-^dy, 



2) u 



(x'-i-y^y 



. ^xdx +ydy) 

"*"* "" (aj2 + y2)3 

_ (a;+ a)'*-^[n(y + b)dx — m {x-\-a) dy] 

- OTT hy^^ 

3 



' 



it 



ylx — yly 

2V^(>/i— Vy)' 

5) u ^ ylx=B Ixv 
y 

du ar -^dx +lx dy 

X ^ 

dH ^ —\dx'^ + — dxdy 

X^ X 



dhi -Br^da;» ^dx^dy 



r^ dx* 7 

x^ x^ 

6) « = i^^ 

' s — y 

2v 2x 

4«(3a5* + y*)_, , . 12x(x*+3y*) ,,. 



7) u « i-i/ f 

^ V «^ — oy 

ab{xdy — yrfflj) 



8) ti == xy^-^^y 

du = e*+2y[^(l + a;) (/a? + a; (1 + 2y) rfy] 

9) w = y* 

dtt s y^lydx + xy'^'-^dy 
dhi = y'(ty)2(ix*+2y^-*(l+a:/y)(fa?rfy + a:(a;— l)y^--2^y^ 

10) U=:^.JfL- 

Va;2 + y^ 

(x^-\-y^—x)ye^ . jtV , 

(a?*+y^)i (a?^+y^)5 

11) u = sinrccos^ 

(iti = cosx cosydx — sinxslnydy 

d'u = — sinxcosy dx^ — 2 co&xsiny dxdy — sinxcof^ydy^ 

d^u = —Cüsxco&ydx ^-hSsli^xslnydx'^dy-'Scosxcosydxdy'+slnxsmydy 
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12) M :b arclang — 



*■ - i^s" *" - PTF* 






+ 






13) « =s arctang ? 

14) « = ,rcu„g|^^=5 
. 2dx ^ dy 

du Ä :j— — jH- 



1+0?* l-f-y* 

1 — xy 
15) tt « arccos ,, , . — r^. 



du = 7-: — 5 + 



l+rc»^l+y^ 

16) « = arctang ^^== 

Man bestimme ^^ und 5^5^ 
dht 1 d*n lÖxg 

17) i( SS Jsin — 

y 

du ^ -^(ydx—xdy)coiang — 
y 9 

18) u »B Itang — 

y' 810 — 

y 
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19) li sBs aresin 



I x^ — y^ 

V a;* + y^ 



/»• /|j |f 

20) u = axy%+})xy+ sxcz + tyz+g — hA hür— +i»a;+ny4-p» 



21) „=, '^'^ 






ß2 — ^ 



2xy , 0/* , 2x^yz 

du = -ö-^ dx + -^ 2" dy + . . ^,., dz 

a^ — z^ a^ — z^ (a* — z^y 

a; 4- y + Ä 
du « (y+^)(;'+2a;y)+y~j^^^_^ 

(a? + 2^ H- »)2 
(g ^ 0?) (a;- + 2yg) + g (y^ — xz) ( ^+ y) (y^ + 2xz)+x(z^— xy) 

23) ti = ; + 2^Ä 

yjx — 1 

du ^: — 5 dx + zdy + ydz 

2{x — 1)2 
3 

d'^u = j-dx'^-^2dydz 

4(a; — 1)2 

24) « = « jH - V^' :^ 



du 



xydx+{%^ — a;*) %— yz dz 



(y^—x^+z'^)ylx'^—z^ 
25) w = »2 



:'f 



= «^*.y^.[^y./Ä.(/a; + — -te.rf^H rf«] 



du 

y 
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^^v msinv — nsinz 

26) u = — -, — ; — 

psiwz — msmx 

du sss 

»ico&g(wsiny — nsing)da?-Hwcosy(psing — msina;)cfy-Hnco8g(nsina; — psmy)dz 

(psin« — msiu;r)- 

27) u =s arccos — 

xy 

d yg<!fag + sisßdy — xy dz 

xyylx^y^ — Ä* 

28) u = V^2^y2^^2 ^ arctang hir 

j a?dii?+ y(iy^+Ärf« . zdx — xdz . , 
uu = — . 1 ,r—^ — = — h zaz 

yjx^-hy^+z^ ä' + ^* 

29) u = xyz 

Zu berechnen d^ und ^ — 5—5— • 

da; äy dz 

d^u ■= 6dxdydz, ~5~^s~ ^^ ^ 

30) u = a?3+y»+«* 
Zu berechnen d^u. 

d^u = 6 ((te« + dy^ -hdz^) 

31) tt = e*y* 

Man berechne a ^ ^ * 

32) K« ?^^- 

^ x-^y-tz-^t 

du = 
_ ( y+g+Oyg^(^a;+(g+^+a;)g/a;(ly+(/+a?+y)/a;y(te+(a;+y+z)a?yg(^^ 



Capitel IV. 

Differentiale ron unentwickelten Functionen zweier und 

mehrerer YeränderUchen. 

§.10. Allgemeine Sätze. 

Wenn die abhängige Veränderliche y mit der unabhängigen Ver- 
änderlichen X durch eine Gleichung von der Form F{x^ y)^^0 ver- 
bunden erscheint, so heisst y eine unentwickelte oder impiicite 
Function von x^ wenn man sich die Gleichung nicht nach y aufgelöst 
denkt. 

Bei der Differentiation unentwickelter Functionen sind sowohl die 
Fälle einer und mehrerer unabhängigen Veränderlichen, als auch die Fälle 
einer und mehrerer abhängigen Veränderlichen zu unterscheiden. 

1) Ist im einfachsten Falle eine Gleichung mit zwei Veränderlichen 
gegeben ^(a;;2^) = 0, so kann das Differential der abhängigen Veränder- 
lichen y dadurch gefunden werden, dass man das vollständige Differential 
(2F, genommen in ßezug auf die beiden Veränderlichen x und y, gleich 
Null setzt und aus der entstandenen Gleichung dy bestimmt. 

Ist also gegeben F{x\y) = 0, 

so ergibt die angedeutete Regel 

dF^ g^dx^-^-dy^O. 
und hieraus folgt 

'OX 

dy = — -^y dx. 

dy 
Die nochmalige Differentiation dieses Ausdrucks oder der vorher- 

gehentlen Gleichung nach x, wobei y als Function von x zu betrachten 

dv 
und der gefundene Werth von ^ einzusetzen ist, ergibt 



j 
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d»y = - 



(fr 



dx^ 



2) Liegen m Gleichungen 

^i(^; !/i» 3/2» •••ym) = 

zwischen den m abhängigen Veränderlichen y^ , 1/2^^ . . • ym und der ein- 
zigen unabhängigen Veränderlichen x vor , so werden die Differentiale 
der m Functionen yi, y^i^^^ym auf folgende Weise bestimmt: Man 
setze die vollständigen Differentiale der Functionen F| , Fj , . . . F^ in 
Bezug auf s|immtliche Veränderliche gleich Null, wodurch man ein System 
von m Gleichungen erhält: 



dfi 



dFn 






^yi 



dy 






5a? 



dFjn 



dy 



Da nufi diese m Gleichungen in Beziehung auf die Differentiale dyi , 
dy2 9 • • • ^ym linear sind, so können aus denselben die gesuchten Diffe- 
rentiale berechnet werden. Die Auflösung dieses Systems von m linearen 
Gleichungen wird bekanntlich durch Anwendung der Determinanten we- 
sentlich erleichtert. Vorausgesetzt wird hierbei, dass die Determinante 



. • • • __ 



5yi dym 



dpi 



dF„, 
dym 



nicht identisch verschwinde. 

Für den Fall von zwei Gleichungen mit drei Veränderlichen 
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^t(a;; Vi, y%) == 

rührt folgende Rechnung zum Ziel : Die Differentiation dieser Gleichungen 
ergibt 

flv. flF. aif. 



BPi , , BFi ^ ÖFj ^ 

'^^By\'y^^By\'y- 



dx 



dx 
und hieraus folgt 






5^1 



öi/j 



dyx = — 



öf, 


BFi 


5a; 


5^1 


öFj 


öf. 


5a: 


^!/2 


öFi 


^^. 


5yt 


^^2 


^-^2 


^^2 


^Vi 


%2 



rfo?, %2 == 



aF, 


BF, 


^yi 


Bx 


BF^ 


BPt 


di/i 


Bx 


5f, 


^/i. 


ayi 


öyj 


dFj 


aFj 


^yt 


5yi 



da:. 



Anmerkung. Die Reohnungsvorschrift für Determinanten mit 
4 Elementen liegt ausgesprochen in der Gleichung 



h i 



^ ^1^2 61^2 



Zur Auswerthung einer Determinante mit 9 Elementen (aber nur 
für diese) gilt folgende mechanische Regel: Man denke sich neben der 
dritten Columne die erste und zweite wiederholt und führe dann die 
Multiplication nach Anleitung des folgenden Schema aus. 



«1 


«2 ^3 


h 


^2 *S 


Ci 


C2 Ca 






= (I162C3 + 02^3^1 "1" ®3^1^2 — 
Cih^dz — ^26301 ^2^i^2 

3) Ist eine Gleichung F{x^ y ; ») == zwischen den drei Verän- 
derlichen X, y, z gegeben und wird % als Function der beiden unab- 
hängigen Veränderlichen x und y angesehen, so werden die partiellen 

d% dz 
Ableitungen ^ , r dadurch erhalten, dass man das vollständige DifTe- 

rential von F, genommen in Bezug auf x, y, %, gleich Null setzt und 
die so entstandene Gleichung in Bezug auf dz auflöst. Die Coefficienten 
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von dx und dy sind die gesuchten Werthe von -^ und -^« Darnach 

hätte man z. ß., wenn gegeben ist 

F{x, y; z) = 0, 



dF= ^(/^+^^ dy^^^dz = 0, 



dx 





dF dp 


dz = 


dx , dy , 




dz dz 




dF dF 


Bz _ 
dx 


dx dz dy 
^'dF ' dy " dF 




dz dz 



4) Sind endlich m Gleichungen mit (m + n) Veränderlichen gege- 
ben, so können im Allgemeinen in Folge dieser Gleichungen m dieser 
Grössen als Functionen der übrigen Variablen betrachtet werden , und 
es ergeben sich die Differentiale dieser tn impliciten Functionen durch 
die Verbindung der für die Fälle 2) und 3) gegebenen Vorschriften. 



§.11. Beispiele zur Differentiation unentwickelter 
Functionen einer unabhängigen Veränderlichen. 

1) Ax^ + 2Bxy + Cy^ -{'2Dx + 2Ey + F= 

dy__ Äx-hBy-tD 
"■ Bx-^Cy-{-E' 



dx 

d'^y ^ A 

dx^ (Bx-hCy-^E) 



^, wenn A 



A B D 
BGB 
DBF 



2) y^—baxy-\'X^:=0 

dy ^ ay — x* d'^y __ 2a(y'^—ax){ay—x*)-4y\ay — x*Y—4x\y*—axY 
dx" y* — ax' dX'" (y* — axY 

3) {x'^^-y^—hxY— a» {x^-^y'^) = 

(Schnecke (Limacon) von Pascal.) 

dy 1 a^x — {x'^ + y* — hx) (2x — h) 
dx y 2{x^ + y^ — hx) — a* 

Sohncke's Aufgabensammlung. I. 4 
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4)y.^^±i«0 
' * a; — y 

Hulliplicirt man nach der Differentiation Dividend und Divisor mit 

X I ■ 9/ 

y und ersetzt durch y", so folgt 

^^ ?yi. 

' X^ — y^ \ 

dy ^ n (x* — y*) + 4x^y^ 
dx 4x^y 

6) (a:+y)5 + (a: — y)5 » a 

dy x + yl^-^^ d^y ^ 2x^ + {2x^ + y') V ^ ^^^ 

rfo? "" y ' dx'^'^ y3 yjx^—y^ 

7) aa? + 6y + rry = V^^+y^ 

dy _ (g -I- y) (aa? + fty -I- a?y) — x 
dx^ y — {b-^x){ax-^ by -hxy) 

8) e» = xy+* 

oder y « (a:+y) te 

(to ^ a: (1 — te) 

9) e*+y « a?» 

oder X -{-y :s= ylx 

dy_ y—x 
dx x{l — Ix) 

10) xy == l{e^ + «-*y) 

oder e-^y = 

da? 0/ 

Zu demselben Resultate fuhrt auch» c + xy = l(e y + c-*y) 

11) y« = a;» 
oder yte ass aj/y 

% y y— ^^y y*(to— 1) 

dx X x—ylx x'^{ly^:l) 

12) y «= l+a;«v 
dy^ gy 
dx 2 — y 
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13) y^y ssf ax^ 

dy _ my 
dx a? (1 + ny) 

14) xwny — co8y + cos2j^ = 

dy siny sin^j^ 



dx 28in22^ — siny — ^cosj/ siny sin2y4-cosy — 1 

15) yünx — cos(a? — y) »= 

dy ycQga; -f 8 in (a? — y) 1 — 2y sin 3H- y^ 

//a? sin(a? — y) — sina? l—cosy — ysiny 

16) &\vk{xy) = »w? 

rfy _, m— yco8(a ?y) 
- c/x o; cos (o^) 

17) yte = ajsiny 

^y xsiny — y _^ y y — x^iny 

dx x{lx — xco^y) x^ ycos / — siny 
iQ\ »»*sin*a; nhin^jx + y ) 



a* — m* a* — n- 



rfy m^( o^ — n^) sin o; cos ^ ^ m / a^—n^ cosa? ^ 

ito n^(a2— -m*) sin(a?-hy)cos(a?+y) n V a^— w^ *cos(a;-f-y) 

19) 4y» — Sy + sina; « 

rfy 1 cosa? , x_ 

di ■** (1— 4y»)**^''*¥ 

20) ysiniu: = a«"****^ 

-2 OB ^ ^ (1 — cotang no?) 
dx 1 — y ^ 

21) tang|=yi^ 






1 



da? 1 — a^ Vi— ^ 

22) ysino? an xarctangy 

dx^ x^ "^^^a?— (l+y»)sln^2; 

23) a:y = arctang — 

di_ y 1— (a?^-l-y^) 
flte a;' l+(a;2+y*) 
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24) . 1- = arcung — 

dx X 

Anmerkung. Da diese Gleichung zwischen x und y nur das 
ff 

Verhältniss -^ = 2; enthält , so ist dieses Verhältniss eine Constante, 

X . 

welche aus der Gleichung «tang«»! zu bestimmen ist. 

20) arctang — ^ arctang ^ = arctang 

dy _ y* + 0* 

X t/ wi 

26) arcsin h aresin — = c- **°« t 



m n 



2 



dx V w* — x'^ 



27) y* — 3yarcsina?4-a?^ = 

dy ^ y — x'^yjl — a?* _ 3y{y — x^y/l—x^) 
dx (y2 — arcsina?)Vl — oc'^ (2y^ — x^)}ll — x^ 

tn — 1 

28) yxy ■= arcsin a: +arccos 

dy ^ y _ X — y V 1 — x^ arcsina; 
dx ""aj^fZ-/^ arcsin a?(l + ylx) 

dy_ y_ 
dx X 

Man erkennt leicht, dass der gegebene Ausdruck nur von dem 
Verhähniss — = ä der beiden Veränderlichen x und y abhängt. Der 

constante Werth dieses Verhältnisses bestimmt sich aus der Gleichung 

ä3_3ä+1 . , 
.3-3.^+1 = '"" "• 

30) a^^ + Vsec (icy) = icotanga 

dy 2a^ . y . ag^~^ la-^-y tang {xy) Vsec {xy) 

^^ 2a^^ . xy. lx\ la + x täng (xy) yjsec (xy) 
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31) x^ + s^ — ^z-i-a = 

z^ — 2y^ — x-hb = 

dy 3(1— 2a;^ g) d% _ \ — 6x^ 
dx'^ 4y{z—3) ' dx'^ 2(z—3) 

32) x^+y^ + z^ — 3xyz = 

x + y-{-z « a 

dy ^z — X dz ^x — y 
dx^ y — »' dx^y — z 

33) lang (ic + y) + sin Ä = cosa 

tang(a? — j() + sinÄ ä tanga 

dy _ cos^ (aH-y)— cos^(a?— y) fe __ 2 

rfa; ~ C08*(j?4-y)+ 008^(05 — y)' da;*"" cosa[cos^(aH-y)+cos*(a? — y)] 

34) a? + y + Ä + t#=a 

a?*+ y' + «* + 1«^ =5 c 

rfy (u— a?) (g — x) dz (u — x) (y—x) du (g — x)(y—x) 

dx'' (tt— y)(« — y)' dx'^ (u — »)(y— »)* e/a; {z—u)(y — u) 

35) t«2 + a?»4-y« + Ä* = a^ 

Kxy)+^ = 6* 
z 

I— + XÄ « 



du 
dx 



1 ry iz^-— y . »* a?« — 1 i 

u l X x-i-y X xz-^-l J 



§.12. Beispiele zur Differentiation unentwickelter Func 
tionen mehrerer unabhängigen Veränderlichen. 



1) 




6» 


+ \ = 1 

e' 




(Dreiaxiges 


Ellipsoid.) 






dz 
dx 




c» 
a« 


X dx 


c* y 
6» « 










'8x^'' 


= — 




a3 ' 


dxdy 








c2y» 
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2) ^^ — -^r-^-^ VI = 1 (Elliptischer Cylinder.) 

dz h^{x — m%) dz a^{y — nz) 

dx^ arn{y—nz)-^h'^m{x — mz)' dy^ a^n {y — nz) + b^m {x — m%) 

V* Ä* 

3) — Ä 2a? (Hyperbolisches Paraboloid.) 

dz h dz hy 

dx z ' dy az" 

^^^=_^ a^Ä _^ dH _ h az'^^by^ 
dx' "" »^' dxdy"^ az^ ' dy- ~ a* z^ 

X 

4) — = tanga« (Schraubenfläche.) 
dz cos^az dz xcos^az 



dx a« ' 5f/ 



ay ay ay 

5) Xy'\'XZss:y'^-\-Z^ 

dz y + « dz X — 2y 

dx "" 2z — X ' dy "" 2z — x ' 
dH ^ (y-\'z)(z—x—y) dH _ . y^+g' — xz 
dx^ *" (2«— a;)3 ' 'd^d'y "" ^ (2«— a?)» ' 

^ 9 (2g— a?)^+(a; -2y) * 

öy»"" "^ (2«— rc)» 

6) (a?2 -f. y2 + <g2)2 ^ 2ana?''— y* + »*) 
5a ^ a? 5ä _ y i 

dx^ * z ' dy^ z . B ' 

wenn i = o?* + y* + «*-' + o* «nd Ä = a?* -fy* 4- s* — a^ 

5^Ä __ a;*+Ä* dH ^ xy A 

5*5 _ 8oVg*-f- 4g( g^J-4-y^i) 
Öy2 *" g'Ä« 

7) a:^4-y^+«' = xy+xz-\'yz 

dz __^ 3x^ — y — z 5«_^3y* — a? — z 
dx^ x + y — 3«*' 5y ^ x-hy — 3»* 

8) a;y + a?« + y« = xyz 

dz ^ y-\rz^yz dz^x-hz — xz 
dx'^ xy — x.— y' dy'^ xy—x — y' 

9) xly — ylx = xyz 

dz xly — y — a?yg dz ^ x — ylx — xyz 
dx x^y ' dy "" xy^ 
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10) 



11) 



dz a(a|a; + 6|y + qg)— ^t ^ _ 6(ata? + ft|y4-Ctg) — ^t . 
dx^ Ci — c(aiX+biy+c^z) ' dy " Ci — c(flja: + 6iy4-Ci2) 



a» 



gx4-i 



12) 






ds ye*"^^ 

cb~ 3«*— ye*+*' äy "" 3**^ — yr^+'' 

af.yy.z* Ä a) 

_ ^(^+l)^+a;( te + l)^ a^^ _^ (Zrp+l)(/y+l) 
a;;?(/^+l)* ' aa;öy* ^(ie-hl)» ' 

13) a?*+y*4-;8f*+u* = {x'^-{-y'^)z^-^{z^-\'U^)xy 

du y(z'^ ^u^)-^2xzu—4x^ du x (z-+ u^ ) + 2yisu — 4 y ^ 

5a? "" z{x' +y^)+2a?yM — 4u^ ' dy ^ Ä(a:-+y^) 4- 2xyH — 4m* ' 

5u _ «(a:^+y')+2a;y^ — 4g* 
5^ "~ z (x^ +y*) + 2a;y u ^— 4m* 

y— a?+l 



14) arccotang 



«4- iE? — 1 



arccotang 



du 

dx 



u — z+1 ""'' ^ y-i-x — 1 

y M^-K^— 1) ' du x —1 u^±{^-iy du u_ 

z- 1 y^+(a?— 1)2 • dy z— 1 ' y^-K^r— 1)* ' dz "^ z — l ' 



15) X + y -h z -{- u = a 

a?'+y* + ;8f* +M*= 6 

5^ u^—x^ dz u^—y^ du __ z^ — X' du ^z^ — y'^ " 

5^"" u^ — z'^' Sy"" u'—z^' dx^v^z'' dy^ u^—z"^' 

d^z _ u(x^^z^)^+x(u'^—z'^y+z(u''-x^-y d^u 

öx-""^ (u*— ^0^ ■" dx'^ ' 

dy ^ 2 «(^' — a?')(g^ - y ^ )-hz{u^—x') (u^ — y^) __ dhi 
dxdy (m^ — ;?')* "" dxdy ' 

a^^ _ g y(M2— ;g"')^+g(y-~M2)2+M(;g^ — yy . ' ö^m 
ay^ ■" (m»-~;s?2)* "" öy* * 

16) rcy + G^efM = 10 
a? + y— 80— 12m = 5 



5« 

Sz _ 2y+e__ dz _ 2x+z du 4^+3« 

'fx ~ 4(2/— 3«) ' dy~ 4(2^— 3m) ' dx 12(2^^) ' 

du 4a;+3M 

^ i2(27-'3iö ' 

d^z (2y+z)(43 f+3u) , dhj 

dx^~ 8{2z—3uy ~ ^ dx^' 

dH (3«+4a;)(2y4-g)+(2a^t-;g)(4y+3M)— 8(2;?— 3mj» d^u 

dxdy~ 16(2«— 3u)» ^ ^dxSy' 

d^g (4x+3u)(2x+z) . dH 



(4a;+3M)(2a;+g) . 



— 


'X 




0— 


9 




u 


;8i — 


■y 


y 


— 


-«• 


d^ 


> 
•u 





dy^" ^{20— ^uy ^ dy^ 

17) x-{'y-\-0-\-u = a 

xy0u sc b 

00 u — X ^0 ^ u — y 5m _ u 

öo?"" X u — 0' dy^ y u — 0' ~dx'~' x 

du 

by"^ 

&xd^ = ■^^(;^^K"-«')(«-y)+(*-^)(^-y)3 = -Txdy' 

18) a; + y + ^ ■= UV 
x-^-y-^u = üjSf 
x + y + v:= mi 

80 _ (1+li + t^— ^)(l + g) _ Ö£ 

5a; "" M^ + V* +^* + 2uv0—l ~ 5y ' 

du _ (1 + 1? + ;g — u)(l + u) _ 5u 
5a? "" M* + v'^ -{-0^+ 2uv0 — 1 "" 5^ ' 

\dv _ (1 +u+^ — t?)(l + t?) ^ 
5a?"". 14^ + 0^ + ^^ 'V'2uv0 — 1 dy 
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Tertausehang der unabhängigen TerSnderllchen. 

§.13. Allgemeine Sätze. 
1) Soll in einem Ausdrucke von der Form 

'(-^ |. -2.-). « 

WO F eine gegebene Function bedeutet, statt der Grösse x eine anderi^ 
veränderliche Grösse t als unabhängige Veränderliche betrachtet werden, 
welche mit x durch die Gleichung 

dy 
verbunden sein möge, so kann zur Berechnung der Ableitungen — , 

-T-y , • • • folgendes Verfahren eingeschlagen werden : 

dy dydt^^ dt 



dx dt dx dx 

dt 
indem y als Function von ty d. h. als mittelbare Function von x be-, 

trachtet wird und hierauf die früheren Sätze ($.1.) angewendet werden. 

Die weitere Differentiation der erhaltenen Gleichung nach x ergibt 
dx d^y dy d^x 



dx^ 



d^y dt di^ dt dt'^ 

idxy 

dhf /dx^ _Q^^(?!y 4-H^ id'X\^ dx dy d^ 
dt^ \dtf dt dt' dl'^~ '^ dt\ dt'^ ' dt dt dl^ 



d^^ 

dx^ idx^ 

\dt) 
etc. , 

dx d'^x 
wo auf den rechten Seiten für -7- , -r^ , • • • die aus der Gleichung 

dt dt* 

g)(jx, () =5 (nach §. 10) sich ergebenden Werthe einzusetzen sind. 

In dem sich häufig darbietenden Falle, wo y als unabhängige Va- 
riable betrachtet werden soll, können die nöthigen Formeln aus den 
vorigen durch die Specialisirung t == y oder auch direkt auf analoge 

Weise erhalten werden. 

4* 
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2) Wenn es darauf ankommt, den Ausdruck F durch Einführung 
zweier neuen veränderlichen Grössen t und u umzugestalten , welche 
mit den vorigen durch die Gleichungen 

g>i{ocj y,t,u) = 0, 

9i{^y y, /, tt) = 
zusammenhängen, so dass t als unabhängige Variable und u als abhängige 
veränderliche Grösse betrachtet wird, so hat man nur in den obigen 

Formeln an die Stelle von -j- , -y-, -j:^ , ~7-?- , etc. ihre aus den Glei- 

dt dt dr dr 

cbungen y^ == 0, ^2 = (nach §. 10) folgenden Werthe zu setzen. 

3) Um in einem Ausdrucke von der Form 

_/ & S0 d^z d^z d^0 \ ^. 

Statt der unabhängigen Veränderlichen x und y zwei neue veränderliche 
Grössen u und v mittelst der Gleichungen 

g>i(oc, y, n, v) = 0, 

9i(x, y, M, v) = 

als unabhängige Variable einzuführen, kann man von den Gleichungen 

00 _ dz du dz dv 

dx du ISx dv dx ' 

dz _ dz du dz dv 

dy "~ du dy dv dy ' 
etc. 

ausgehen, in welche man für p- , p- , -js- , ^ , etc. die aus den Glei- 
chungen qpi = und yj = (nach §. 10) folgenden Werthe einzu- 
setzen hat. 

Anmerkung. In denjenigen Fällen, wo sich die Gleichungen 
y^ = und ^2 ■= leicht nach x und y auflösen lassen, ist es vorzu- 
ziehen, von den Gleichungen 

dz dz dx dz dy 
du dx du dy du ' 
dz dz dx dz dy 
dv dx dv dy Sv * 
etc. 
auszugehen. Das weitere Verfahren ist dem vorigen ganz analog. 
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4) Es seien endlich in dem Ausdrucke 2) anstatt der drei ver- 
änderlichen Grössen a?, y, z drei neue veränderliche Grössen u, t;, u? 
einzuführen, welche mit den früheren durch die Gleichungen 

yi(a?, y, ^, w, t?, w) = 0, 

Vi{x, y, ;ef, w, v, tr) = , 

SPsC^» y» ^» w, t;, u?) = 
verbunden sind und von denen w als abhängige, u und t) als unabhängige 
Variablen betrachtet werden sollen. 

Ausgehend von den Gleichungen 

ötö dw du dw dv 

5a? "" du Sx hv dx ' 
du> dw du dw dv 
dy ^ du dy dv cy ' 
eic. , 

in welche man fär ^ — , p— , 3- , ^ - , '5~ > '^ ^ c^c. die aus den Glei- 
chungen ^1=0, yj=0, <p^^0 (nach §.10) folgenden Werthe zu 
setzen hat, erhält man neue Gleichungen, aus welchen man die Werthe 

von p- , 7J~ 1 p 2 > etc. entnehmen und in 2) substituiren kann. 

Anmerkung. Sind aus den gegebenen Gleichungen ^i ss 0, 
^2 ss: 0, 9)3 s die Grössen o;, y, z leicht als Functionen von u, c?, u? 
zu erhalten, so wird es in vielen Fällen vorzuziehen sein, von den Glei- 
chungen 

dz dz^ dx dz dy 
du dx du dy du ' 

dz _ dz dx dz dy 

^^ dx dv dy dv ' 

etc. 
auszugehen. 

§.14. Beispiele. 
1) In der Gleichung 

soll y als unabhängige Veränderliche eingeführt werden. 



«0 

Es wird 

2) Zur Berechnung des Krümmungshalbmessers einer ebenen 
Curvp, bei welcher y als Function von x betrachtet wird, dient die Formel 



Q = 



Mm 



Dieser Ausdruck geht, wenn x als abhängige, if als unabhängige 

Veränderh'che betrachtet wird, in den folgenden über: 

dx\^ii 



Q - 



3) In der Gleichung 



M%)'i 



du' 



, d^u . du , n 

soll y mittelst der Relation y^s= Ix als unabhängige Veränderliche ein- 
geführt werden. Man erhält 

' ^ X dx dx^ ' 

^^ dt^ dt^ 

(Fourier, Traite de la chaleur). 
6) In der Gleichung 

du u ^ 

soll 07 = /(y + yl+y^) als unabhängige Variable eingeführt werden. 
Der Ausdruck für x gibt durch Differentiation 

-^ = — y— , folglich wird 

du du 2 
dy e/a:*e* + «~* ' 
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Aus der Gleichung zwischen x und y folgt ferner 
e*=y+ Vl+y^ «laher y = 



und 



Vl+y' 



2 



,— * 



Setzt man die so erhaltenen Werlhe ein, so ergibt sich 

/flu flu 

7) (1 — y-) j4 — y y^ + n*M = 0, a; «= arccos y; 






+ n*« = 0. 



8) 



9) ? = 



0-,»)gH-(l-3««)f-ty-0. 



X = rcosy, y = rsiny; 



e - 



['■+(1)7 



betrachtet werden soll; dagegen 



+Msr- 



wenn g> als unabhängige Vari.ible 



^ ?+^ D" 



+ r 






, wenn r als unabhängige Variable 



betrachtet werden soll. 



10) Unter der Voraussetzung, dass 

soll bewiesen werden, dass 

f/»l* /d*a?v» /d2yv« /d»«v« 






«2 

11) Es sei u eine Function von r. Setzt man r= V^' + y* + 0*, so 

besteht die Gleichung 

ö^u 3^ Ö*tt _^ 

Es soll hieraus eine Gleichung hergeleitet werden, in welcher u 

nur in Bezug auf r difTerentiirt vorkommt. 

d^u '2 du ^ 

12) Welchen Werth hat der Ausdruck 

dz dz 

wenn x = rcos tp, y »= r siny 

gesetzt wird, wo r und ff zwei neue unabhängige veränderiiche Grössen 

bedeuten ? 

Man erhält 

dr 
dh d^z 

00 SS rcos 9), y=s rsin9>; 

14) Wenn x, y, z und §, rj, ^ die Coordinaten eines Punktes des 
Raumes in zwei verschiedenen rechtwinkligen Coordinalensystemen be- 
zeichnen, so ist zu zeigen, dass, wenn u eine Function von Xy y» z 
bezeichnet, 

Die Lösung dieser Aufgabe setzt die Kenntniss derjenigen Formeln 
der analytischen Geometrie des Raumes voraus, welche die Coordinaten- 
transformation betreffen. 

X = rsin^cos^), y = rsin^sin^), z^^ rcos^. 
Führt man die-Hulfsgrösse '(»ssrsin^ ein, so erhält man nach Auf- 
gäbe 13) 



d^u d^u dH^ j^d^u l^du 

„ . 1 5t* \ du , cotaug^ du 

Ferner ist — >.- 3= — ^^ "^ - ^^. 

ß a(> r er r* c^ 

Diese drei Gleichungen addirt, folgt 
d^u d^u S'^u dhi 1 5*u 1 3*w 2 du cotang^öti 
da?* dy^ dz^^ dr^'^r^ d^'^g^ ^'^T dr r^ dV 

Ersetzt man q wieder durch seinen Werth, so wird die vorgelegte 

Gleichung 

d^{ur) 1 d^u 1 ^(''°^ä^) 

^ är* "*■ sin*;» 5^"*" sin;» 5* " 

(Ueber die Transformation dieser Gleichung sehe man Jacobi: lieber 

eine particuläre Lösung der partiellen Differentialgleichung ^-^ +p , + 

^!^ = 0; Crelle's Journal Bd. 36, pag. 113—134). 
16) Es soll der Ausdruck 

y—j^ 

5^ dz 
^ dx 
mittelst der Gleichungen 

w = / V^2+y* » » = arctang;er, r t= a: + y + ^ 

umgeformt werden, wenn u als abhängige, v und ^ als unabhängige 

Variable betrachtet werden. 

Man erhält 

$. 15. Homogene Functionen. 

Eine Function f(x, y^ z^t^, . .) der Veränderlichen x,y,z,ty.,. 
heisst homogen von der nten Dimension oder von der nten Ordnung, 
wenn sie die durch folgende Gleichung 

f{axy ay, az, at, ...)■= a''f{x, y, z,t,...), 
in welcher a eine neue Variable bezeichnet, ausgedruckte Eigenschaft besitzt. 
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Differentürt man diese Gleichung in Bezug auf a und setzt nach 

ausgeführter Differentiation a = 1, so erhält man folgende Euler'schen 

Sätze: 

du du du 

etc. 
Es ist eine nützliche Uebung. die Richtigkeit dieser Sätze an einigen 
Beispielen durch wirkliche Ausführung der Differentiationen nachzuweisen. 

y — x 
2) u = arctang ^-^ • (n = 0) 

4) Bezeichnet u> == f(x, y, z) eine homogene Function der Ver- 
änderlichen a;, y^ z und co » ^ (^, ?;, C) diejenige Function , welche aus 
/* hervorgeht, indem man tür a;, y, ;sf ganze lineare Functionen der Ver- 
änderlichen ^, 17, ^ einsetzt, so ist zu beweisen, dass 

df df df f. dcp dw ^ dw 

wenn x^^ y^^ z^ diejenigen Werthe der Variablen x^ y^ z bezeichnen, 
welche den Werthen $|, i^i, Ci der Variablen $,.17, C entsprechen. 



Capitel Y. 

Der Taylor'sehe und der Haelanrln'sehe Lehrsatz. 

§.16. Lehrsätze. 

I. Die Taylor'sche Reihe. 

f{x+h)^ax)+nx).-^+f"(x)-j^^+f"Xx).^+':.+ 

II. Die allgemeine Maclaurin'sche Reihe. 

wo a eine Constante bedeutet. 

Wird hierin a=0 gesetzt, so entsteht: 

III. Die specielle Maclaurin^sche Reihe. 

nx) =^(o)+AO).y+r(o)-f^+r(0)- Y^+----+ 

In Bezug auf alle diese Reihen legen wir die Voraussetzung zu 
Grunde, dass die Function f(x) nebst ihren n ersten Ableitungen in 
dem betrachteten Intervalle endlich, stetig upd eindeutig sei. 

Wenn fix) eine ganze, rationale Function von x bezeichnet, so 
brechen die drei Reihen bei einem gewissen Gliede ab. In allen andern 
Fällen muss der Summe der i» ersten Glieder, sofern man eine dieser 
Reihen mit dem nten Gliede abbrechen will, noch ein sogenanntes Rest- 
glied zugefügt werden, welches in den obigen Gleichungen mit Rn be- 
zeichnet worden ist. Die Schätzung der Grösse dieses Restgliedes erlaubt 
ein Urtheil über den Grad der Annäherung, mit welcher die Summe der 
ersten n Glieder der Reihe den Functionswerth darstellt. 

Solmcke's Anfgabensaminlnng. I. 5 



Besitzt dieses Restglied die Eigenschaft, unendlich klein zu werden, 
wenn n unendlich gross wird, so stellt für jeden zulässigen Werth von 
X die Summe der in's Unendliche iortgeführten Reihe den Werth der 
entwickelten Function genau dar. 

Von den verschiedenen Formen, unter welchen das Restglied dar- 
gestellt werden kann, sind die wichtigsten folgende: 

Restglied der Taylor'schen Reihe. 

Ä» = ^ • r'^Kx + »h) , «„ = - ^t^_{^ , • mx + if-'h) . 

Restglied der allgemeinen Maclaurin'schen Reihe. 

Die in diesen Formeln auftretenden Grössen ^ und ^ bezeichnen 
nicht näher bekannte, positive, ächte Brüche. Die erste Form des Restes 
wird gewöhnlich auf Lagrange zurückgeführt; die zweite rührt von 
Ca uchy her. 

IV. Die Taylor'sche Reihe für Functionen mehrerer 
Veränderlichen. 

fix+k, y+k) = fix, y) + ^(|ä+|*),+ ^, ©**+2^^ hk+ 

oy^ f 6 ! \öx^ ox^oy dxöy^ dy^ f 

V. Die Maciaurin'sche Reihe für Functionen mehrerer 
Veränderlichen. 

WO a und h Constanten bezeichnen. 

Die Restglieder, welche zu diesen Reihen hinzuzufügen sind, sind 
den vorhin angegebenen ganz analog. 

§.17. Beispiele. 

1) Sei fix) = rc* + 2a;3 — 5a? + 3. 
cf) Man bilde f(x+h) mit Hülfe des Taylor'schen Lehrsatzes, 
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ß) ordne f(x) nach steigenden Potenzen von (x — 1) mittelst des 
Maclaurin'schen Lehrsatzes, 

y) ordne f(x) nach steigenden Potenzen von (a? + l). 

a) /•(«+*)= a?*+2a?3—5a;+3-K4x3+6:r*— 5). Ä+(&c*+6a;).A*+ 

+ (4a; + 2).A» + A*, 
ß) f{x) = l+5(a? — l) + 12(a?— l)2+6(:r— l)3 + (a; 1)*, 
y) f{x) = 7— 3(a; + l)— 2(a;-M)3+(a? + l)*. 
2) (x +&)*" zu entwickein, wenn m eine beliebige Zahl bedeutet. 
Bezeichnet man x^ mit /*(a?), so ist f^^^{x) = 

= tn(m — l)(m — 2) . . . (m — n + l)a;™~" und daher 
(aH-*)"» a= af +mta^-'A-Hn2a;^-"'Ä2+msa;«-'A*+ . . . -Hnn-i:r'»-"+' A»- '+ 

+m«(a?+;9^A)"»-«A". 
Die Reihe ist convergent, wenn A, absolut genommen, kleiner als x ist. 

Setzt man o; ae 1 und x an die Stelle von A, so ist 

Die Reihe convergirt tfir — l<a?<+l, für x= +1, wenn — l<m<4-oc 
und für x ac — 1, wenn in>0. 

Anmerkung. Zur Beurtheilung der Grösse des Restgliedes tur 
diese Reihe ist für positive Werthe von x die Lagrange'sche, tur 
negative Werthe von x hingegen die Cauchy'sche Form des RestgUedes 

Ä„ = w . mnx* ( 1 + yx)'^-^{ 1 — y )9-i 

geeignet Die Fälle o; b =bl bedürfen einer besondern Untersuchung. 
Sie können leicht z.B. durch Anwendung des Gauss'schen Convergenz- 
kriteriums erledigt werden. (Gauss, Disquisitiones gen. circa seriem 

ff/9 

inf. 1+^- a?+«--)- Man sehe auch Abel: Untersuchungen über die 
Reihe 1 -f-yo; + *"-^J* ^^^2+.., Crelle's Journal Bd.I, S.311. 

») '(-*)-'-i-i(4)v*(i)'--'^nir- 

(_l)ny ft y 

(A abs. <a;). 
Wird a? = 1 und x an Stelle von A gesetzt, so erhält man hieraus 
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Hi+^)-i a + 3 •••+(-1) ^^^::3 — ,i— U+*x) 

Anmerkung. Für negative Werlhe von x kann zur Beurlheiluug 
der Grösse des Reslgliedes wieder die Cauchy'sche Form für das Restglied 

dienen. 

Ebenso ist 



X x^ x^ 



Zusatz 1. f,^__ = 2^y+-3-+5- + ...). 

Zusatz 2. Setzt man in der letzten Formel ^ = ~ , 

\—x y 

also X = 7i — .--^ , so folgt 
2y-\-h 

'CH-*) - '8^42^ + i (äTHT*)' + * (2,^»)'+ • • •]■ 
eine Formel, welche aus dem Logarithmus einer Zahl y den Logarithmus 
von {y-\rh), wo h positiv oder negativ sein kann, zu berechnen lehrt. 

4) Man lasse in 

-. . a-{-x 

' ^ ' a— X 
X in x-\rh übergehen und ordne f(x-{-h) nach steigenden Potenzen von A. 

Da fXx) = > TV , so ist nach Aufg. 10, §. 6 

(a — xy 

fW(x) == / * L'j.. a und daher 

a-V-x-hh ^ 

a — X — ä"" 

_ a-^x ^ ) fe A^ A^ A» I 

- .-x^ «i(.-.).^(a-»).+(.-»).-^-+[„-(«W*)].«i- 

5) Sei f(x) SS Es soll unter der Voraussetzung, dass x^ 

yl — 0?* 

nicht gleich 1 ist, f{x-\-h) = ■ . ==rp nach Potenzen von A ent- 

Sl—{x+hy 

wickelt werden. 



Mit Hülfe von Aufg.23, S.6 erhält man 

3a;(3+2a;') A» 3 (3 + 24a;' + 8a;«) _A« 

■*■ (1-a;»)» * 1.2.3 ■*■ (l-o;*)« 1.23.4''" 

6) sin (x+h) nach Potenzen von h zu entwickeln. 

• / , t.\ , cosa; . sina; ., cosa; ,, sina;.. , 
8in(a:+A)a=8ina;+ -=-j-A 9^^ 07- **+ -ji-A*+- + 



] 



sinix + S^h + n -^\ 



n! 

7) coh(x+h) nach Potenzen von A zu entwickeln. 

/ . ,x sina;, cosa; ,, »ino?,, . cosa?,. 
cos(a?+«)= cosa; ^r * 9l~* "^"^ '^ "^"TT^ — 



h\ 



coslrc-h^A+w-^l 



n! 



Ä". 



8) arctang(:z;+A) nach Potenzen von h zu entwickeln. 
Nach Aulgabe 44, §. 6 ist 

. ^ ° - SB ( — l)'»-"'(n — 1) ! sin'*^) sin n^, wenn a; = cotang7>, 

und man erhält 

aixtang (aH-A) = arctangoj+sinV*'^ — sin*ysin29> • -ö" + 

A' h* 
4- sin'y sin 3y • -q sin V sin4qp • -j^ H 

9) arccotang(a; + A) nach Potenzen von A zu entwickeln. 

Die Lösung kann auf ähnliche Weise wie die der vorhergehenden 
Aufgabe erhalten werden. Sie geht aber auch aus dem soeben erhaltenen 
Resultate hervor durch die Substitutionen 

arctang (rc + A) == -^ — arccotang {x + A), 

7t , In 

arctango; « -5 — arccotang a? ä-^ — y 

9) = arccotang o; = y. 

Es folgt 

A A^ A^ 

arccotang (iC+A) == y — sin-y • -z — |-sin*ysin 2y • -^ — sin^yslnSj^ • -0 + — 
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10) Es bezeichne y »= f{x) denjenigen Bogen, dessen trigonometrische 
Tangente den natürlichen Logarithmus x besitzt; man entwickle f{x-\-h) 
nach Potenzen von h. 

Die Gleichung x ae lian^y liefert ohne Schwierigkeit die successi- 

ven nach x genommenen Ableitungen von y. Es wird 

h h^ h^ 

f(x-\'h) = y'i-sin2y •— -|-sin2ycos2y • r-^+sin2^cos4^» wi + 

+ sin 2y (cos 6y — sin 2y sin 4y) • j7+ • • • 

11) a' nach Potenzen von x zu entwickeln. 

Mit Hülfe des Maclaurin'schen Lehrsatzes erhält man, wenn f{x) » a^ 
gesetzt wird, wornach f\0) = la, f^O) « (ia)^ . . . /•(»)(0) = (Za)», 

a »i+ij^« + -2,-+ -3T-+ •+ (n_i)! +~;rr"^ • 



Die Reihe convergirt für jeden endlichen Werth von x. 



X x^ , x^ j?**"^ . a:^ 



Zusatz 1. e»=H-_ + _+-+...^_^+-e 

e» = l+i^+^+^+-. = 2,718281828459... 

e-' = 1 — :f^ + A— Ä+ • = 0,367879441171 . . . 
Zusatz 2. Setzt man e^ = iSi, so wird o? bb Iz^ also 

^ ^1!^ 2! ^ 3! ^ 4! ^ 
12) SiXiX nach Potenzen von x zu entwickeln, 
a? x^ «* vk' 0/ 



+5«i»(^^ + «|-) 



sina5 = y-3j + 5j-i^+-+^ 

( — oo<a; + oü). 
sinP=: sin 0,01 74533 = 0,0174533 — 0,0000009 = 0,0174524. 
13) coso; nach Potenzen von x zu entwickeln. 

. x^ ^ x^ x^ ^ , a?» /a . ^\ 
cosa: = 1- _+ ^_ -+... + - cos (^^+n^) 

(— 00 < a? < + 00). 
cosP« 1 — 0,0001523 = 0,9998477. 

Anmerkung. Setzt man in den Beispielen 6) und 7) die Reihen 

bis in's Unendliche fort und fasst die Glieder zusammen, welche mit coso:, 

beziehungsweise mit sina; multiplicirt sind, so erhält man die bekannten 

Formeln 
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sin (a> + A) >= sin o; cos h + cos x sin h, 
C08(rc + A) SB cosxcosA — sina^sinA. 

14) /sin (-7- + ^) nach Potenzen von x zu entwickeln. 

/ sin ^-g + «1 - ^»">-6'+ il*— äj^"*" 31 ** — 4! «* + ••• 
logsin (30»+ 10") — logsinSO« = 0,43429448(1,7320508 . 0,00004848) « 

= 0,0000365. 
Nai\ vergleiche die betreffende Differenz in den Logarithmenlateln. 

15) aresin a; nach Potenzen von x zu entwickeln. 

Nach Aulgabe 4, §.7 Ist /•(«»+»(0) == 1.3».5».. . (2»— 1)^ 

/•(2»)(0) = 0-, lolgUch 

arcsinrc « aJ+ö-jic* +-^a;*H — ^^^ — x^ -i 

_ 1 «»1.3 »«1.3.5 x' 

- *'*'¥T"*"2.4T"'"2r4'.6T'*"" 

(— l<a;< + l). 

Zusatz. Setzt man arcsina; = z, so ist 

. 1 sin»« . 1.3 sin*« . 1.3.5 sin'j? . 
, = sin^ + ^ -är-*-2:4 -5~ -^2.4.(5 "7— *-•• 

i^«l+lJ_ + l:3 1 .1A-5J_ + ... -0523599 
6 2^2 3.2»^2.4 5.2^^2.4.6 7.2^^ " u,öJ^.3yy. 

16) arccoso; nach Potenzen von x zu entwickeln. 

Auf analoge Weise, wie in der vorigen Aufgabe, oder auch durch 

die Substitution von arccoso; = -^ — arcsina? in das soeben erhaltene 

Resultat folgt 

n X 1 a?^ 1.3 ir* 
arccosx-^— ^-^^-2^-g--... 

(— l<a!<+l). 

Znsatz. Setzt man arccoso; k z, so ist 
n cosg 1 cos*;» 1.3 cos*Ä 
* * 2 • "I" Y ~3 2Ä~b 

17) arctangx zu entwickeln. 

Da nach Aufg. 3, §. 7 

/X2«+i)(0) = (- 1)M . 2 . 3 . . . (2n), 

/•(2»)(0) = 0, 
so erhält man 



72 



X x^ . x^ x"^ 



arclangrc - y-y +y- y + • • 

(— l<a?< + l). 
Um das Lagrange'sche Restgliecl zu erhalten, erinnere man sicb^ 
daixs (Aufg 44, §• 6) 

-r-^— = ( — !)*"'*(»* — 1) ! sin*y sin ny) , 

71 1 

WO 9) a= — — arctango;, also sin"qp = -^ • Daher lautet 

{l + x^y 
das Restglied 

(— 1)*-V 



— ;p sin n I -^ — arctang d'x\ , 



und man erkennt leicht, dass obige Reihe convergirt und ihre Summe 
mit arctango; übereinstimmt für jedes x^ das, absolut genommen, kleiner 
als 1 ist 

Ist arctang o; 3= ;er, so wird 

, . }^ _ '»l'f + ^»|*i _ . . . (LeibniU'scbe Reihe). 

TT 

Zus. Für tangjEf= 1 ist j8?= y, also 

= ^(r:3'*'5:7"*"97ii "*■••) 

"^ ^"^^(O "*"7.9'*"11.13" T 
Zur Berechnung von n eignen sich diese Reihen aber nicht*); 

bessere Formeln erhält man durch: 
y = arctang ^ + arctang ^ oder 

-T- = arc(ang \ + arctang { + arctang |. **) 



*) Nach Euler mfisste man nicht weniger als 10^*^ Glieder berech- 
nen, um n auf 100 Stellen genau zu erhalten. 

**) Durch diese letztere Formel ist die Zahl n durch Dabse in Zeit 
von 2 Jäonaten auf 200 Decimalstellen berechnet worden. 
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18) tang^ nach Potenzen von x zu entwickeln. 
Es sei tangx = 9^(^)> alsdann ist: 

(fi'ix) = scc'a; = 1 + tang^a? = 1 + [fpinsj]^ ; 
{<p"{x) = qi{x)(f'{x); 
^ff"'{x) = (p'ix)ip'(x) + rp(x)yi"ix); 
^<f>'\x) = ip"ix) tp'ix) +2ip\x) 9>"ix) + 9>{x) 9>"'ix) ; 
J9)(»+2)(aT) = y«(a;) y>'{x)+ni(p^»-^Kx)(p"ix)+niq>'''-^x)9>"'ix)+-- 

+ n3<f>"Xx) ^f-'-^^x) + n^'v'ix) 9'("-»)(a;) 

+ «i9)'(aj) SP^'X») + SP(a;) y^"+'>(a;). 
Nun ist 

9,(0) = y"(0) = 9)'*'(0) = y '''(0) = . . . . = <r^"'^(0) = 0; also : 
^9,(»+2)(0) = 9)W(0)9)'(0) + »iy("-^>(0)9'"'(0)+n4 9)("-*)(0)9)*'(0) 

+ nj(p("-«XO)y*'"(0) + ---- 
y'(0) = 1 ; 9)"'(0) = 2; g>''(0) = 16 = 2«; y''"(0) = 2« . 17; 
9,'*(0) = 2«.31; y''^'(0) =2».691; 9,^"'(0)= 2««.5461. 

Es ist also: 

. 2 , . 2* , . 2«. 17 , . 2«. 31 , . 
tanga; = a;+ pa;^ + — x'^H- „, x^ + ~^-^-x^ + 

^2». 691 ,.2«. 5461 ..^ 
^ 11! ^ 13! ^ 

Allgemein ist 

worin die Coefficienten A die sogenannten B er nou Hirschen Zahlen 
sind, und zwar ist 

«13 = h Bis = ¥fV etc. 

Diese Zahlen befolgen kein einfaches BiJdungsgeselz. Durch andere 
Betrachtungen kann man nachweisen, dass die Reihe für tango; nur 

dann convergent ist, wenn der absolute Betrag von x kleiner ist als-^- 

Beispiel. tanglS« = tang^^öTf =0,314159265 + 0,010335426+ 
+ 0,000408026 + 0,000016300 + 0,000000652 + 0,000000026 + 
+ 0,000000001 =0,324919696. 
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19) secx nach Potenzen von x zu entwickeln. 
Es sei sec« =f{x). 
f'{x) = f{x).\sa%x a=f{x)(p(x)\ 

/•(»+i)(a;) = /-wra;) ^(x) + nj^'-^^x) <p\x) + nzf'-'^^\x) 9." (x) 
+ n/C- »)(a;) ip"'ix) + «4/^»- *)(a;) 9)"'(a!) + . . • . 

Nun ist nach Aufg. 18 q:(0) = 9)"(0) = ^'''(0) . . . . = 0, daher 
/•(»+i)(0) = »i/"(«-'X0)y'(0) + «3/"f"-»)(0)y"'(0) +«5f<— «'(0)9'*'(0) 

+ MiZ-f-^^CO) 9)^» + . . . 
/"(O) = r"(0) = /-^(O) = /'('p+i)(0) = 0. 
/•(O) = 1; f"(0) = 1; f'\0) = 5; /"(O) = 61; {^'^'{0} = 1385; 

/•^(O) = 50521 ; f^"(0) = 2702765. 

1 . 1 s . 5 . . 61 , . 1385 . . 50521 „^ 
seca5= l + öTig +7-1«' +g7a;' + -g^a;*+ iQi^ + 

. 2702765 ,, 
+ ^2!-^" + 



Dfe Bedingungen der Convergenz dieser Reihe sind dieselben, wie 
bei tangri?. 

Beispiel, sec 18« = 1 +0,049348017 + 0,002029356 + 
+ 0,000081451 + 0,000003529 + 0,000000130 + 0,000000005 = 

= 1,051462218. 

20) cotangä? nach Potenzen von x zu entwickein. 

Man entwickle zunächst ^cotango? nach Aufg. 6, §.7, wodurch 
man erhält 

a;cotangr. = l--^-^-g^-^^-g3^^-... 



Darnach wird 










cotang 07= 

X 


X 

3 


45 


2a;5 
945 


x"^ 2a;» 
4725 93555 


Allgemein ist 










1 


«« C\i 


, X 


« e\A X 


^5 



cotango; = -- Ä.2* ^t -*»2* 4]- «sä* fy" 

lieber die Convergenz dieser Reihe, welche sich von a: = — n bis 
a? = +71, die Grenzen exclusive, erstreckt, gilt eine ähnliche Bemer- 
kung, wie bei tango?. 
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Anmerkung. Aus der Reihe für cotangrz; lässt sich diejenige für 
tanga; leicht ableiten mittelst der Beziehung 2cotang2a;=: cotang^ — tang^i;. 

21) /tangi-^- +a?l nach Potenzen von x zu entwickeln. 

f* ^ . 2* ^2» 3^5.2* 5,61.2^ . 1385.29 . 

logtang (45^+ 10") — logtang 45« = 0,43429448 . 2 . 0,00004848 « 

= 0,0000421. 

Man vergleiche die betreffende Stelle in den Logarithmentafeln. 

22a) gsin^c 2U entwickeln. 

Unter Berücksichtigung der in Aufg. 2, §. 7 erhaltenen Werthe folgt : 
X x^ 3 ^ 8 ^ 3 ^ 56 , 217 , 

+ 64 , _ 2951 27.32. nSJlJSl 

^9! 10! 11! 12! - ^ •■■ 

22b) c*»°»* zu entwickeln. 

Es sei e*"«* « F(x)y tanga5 = y(ir;), mithin 

F'Cic) = F{x)q>Xx). 

Differentiirt man diese Gleichung i^mal nach einander nach dem 
Leibnitz^schen Satze und berücksichtigt die aus Aufg. 18 bekannten 
Werthe der Ableitungen von 9>(a;), so erhält man leicht eine Becursions- 
formel für /^»+^)(0). Es wird 

.959 , . 6097 , . 41641 , , 

23) Aufgabe. Es sollen Formeln für sinn^e; und cos n^e; aufgefun- 
den werden. 

Setzt man ^(a;) ss sin (n aresin o::) = sin n;8^ und bildet nach Aufg. 7, 
§.7 die successiven Ableitungen vony(a?) für den speciellen Werth a; = 0, 

so liefert der Maclaurin^sche Lehrsatz 

nsin;g n(n2— 12) . ^ , n(n*— P)(n2— 3*) . . 



• • ■ • 
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Durch Üiflerentiation erhält man 
cosw^ = cos^il ,^j" sin^^-^-^ ^^j ^sin*^ — •••I- 

Diese beiden Reihen brechen ab, wenn n eine ungrade Zahl ist. 
Z.B. sinS^ =3 3sin;8? — 4tsm% 

sin5;8f == 5sin;2? — 20sm^z-h ißsm^js, 

sin 7^ = 7sin;8f-^56sin^;ef + 112sin^iei — 64sin'';ef; 

cos 30 = cos ;8i (1 — 4 sin^^f) , 

cos5;2?= cos;2f(l — 12 sin^^^ + 16 sin*^?) , 

cos 7^ = cos ^ (1 — 24 üin';^ 4- 80 sin^^si — 64 sin*^?). 

Nimmt man f{x)^ cos (n aresin a?) (Aulg. 8, §. 7), so flndet man 
ganz in derselben Weise wie oben 

cos Wj2? = 1 — HT sin^^ef -\ ^— -n ^ sm*j8? — ! • > 

2! 4! 

sm9i;si = cos^ lnsin;2? ^~^] ^^^^ + • • •) 

Ist n eine grade Zahl, so brechen beide Reihen ab. 

Beispiel: cos2;8? = 1 — 2sin^Ä, 

cos 4;2; = 1 - 8 sin*;2; + 8 sin*;2? , 

cos 6^ = 1 — 18 sin*^ + 48 sin*js? — 32 sin*;2? ; 

sin2^ SB cos;s;.2sin^, 

sin 4^ = cosÄ(4sin;2? — 8sin^^), 

sin6;2? = ci}bz{Q^m0 — 32sin^i8? + 32sin*;2?). 

Setzt man f\x) = cos(narccosir) (Aufg. 9, §.7), so ist für ein 

ungrades n: 

cos nz 3= 

= ( — 1) ^ lncos;8? ^ — ^^ — ^cos^^+-^^ ^ ^C0S*;8I 1. 

Hieraus 

sin nz = 

«s(— 1) 2 sm;2fll ^^ — C0s2;Sf + ^ ^^ ^C08*;5-- •••l- 

Für ein grades n ist 

C0Sn;8l 8SS 

_/ 1^T/1 ^*cos«^ . H2(n»-~22) , n2f»^-2*X»^-42) , . \ 
-(-l)^^l 2!'~"*"'4! ^ 6T ^^cos«4f + -l, 
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sin nz s= 
= (—1) 2 sin t-^n cos Z'\ — ^ö, — ^cos^^g? ^ ^^ cos*^?+"|- 

Es ist also: 
cosSjsr = — Scosz-^Acos^z, 
cos 5j8? SB 5 cos je; — 20 cos'jß; + 16 cos*;8f , 
cos 7j8? = — 7co8jSf+56cos*jef — ll2cos*j8?+64cos'';8f; 
sin 3;Sf ac — sinÄ + 4sin;8fco8V, 
sin 5;8? Ä sin^f — 12sinj8?cos-jei4- lösinjefcos^jef, 
sin7;s; = — sin;gf + 248in;8?cos^jef — 80sin;gfco8*;g?+64sin^cos*j8?; 
cos2;s; Ä — l + 2co82jef, 
cos 4z ^ 1 — 8 cos^jgi 4- 8 cos^z ; 
sin2je; ss 2 sin js; cos je;, 
sin4js; = — 48in;8;cos;ef + 8sinje;cos^;8;. 

24) (a? + h)^(y + /r)* = F{x + A, y + Ar) soll nach Potenzen von A 
und k entwickelt werden. 

(x + A)"*(y 4- k)* = aj^'y» + mx^-^y^h + naf y"-*Är 

+ m2a;^"'*y*A* + mnx'^''^y^^hk + nja;'"^"-^/:^ 

+ iwitja;^* ^y*-^hk^ + n,a^y'*-'^/r^ 4- " * * 

25) (a?4-Ä)/(y + it) = y(a7+A, y+*) nach Potenzen von A und 
A zu entwickeln. 

ö! y* y 4! ^ y* y 

1 .^ » 4'ir 14» 'S» 

1 k 

= a;Jy +y [y/yÄ + a;*]+ -y [»* — ^xfc] 
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26) s\n(X'\-y) nach Potenzen von x und y zu entwickeln. 
Sowohl die Substitution von x-k-y mn Stelle von x in der Reihe 

für sino;, als auch die Anwendung des Maclaurin'schen Lehrsatzes für 
Functionen zweier Veränderlichen liefert 

=" -^{x-{-y)—j^{x^-hdx^y+3xy^-{-y^)-{'-^(x^-^5x^y'^-10xY + 

27) sina;.sin3/ nach Potenzen von x und ^ zu entwickeln. 

sin a? . sin y = ^ 2a?y — -r^^ I4x^y -h 45?^^] + ~^^ [6ir5y+20a;*j/ ^+60:3^*] — 

— -^j I8x'^y + 56^*y^ + ö6xY + Sa?^/^] H 

pBsQO r = p — 1 

= 2 72!^ 2 X2p)2r+i^^'-^'-y'+l(_ 1)P+1. 

Es ist also, wenn y = x gesetzt wird, 

sin^a; =i-.ij(2x)»— 1. A(2a;)« + l.l(2a;)«+-- 

Diese letztere Reihe lässt sich auch aus der Formel sin^a? as 
^(1 — cos 2a?) und der Reihe für cos2a; ableiten. 

28) cos a; cos ^ nach Potenzen von x und y zu entwickeln. 
cosa;cos^ a= 

=l~i|^ {x^+y^) + ^(a;*+6a; V+y*)— ^ (a;«+15a;V+15a?*i/*+y«)+ 

4- ^ (a?«+28a;V+ 70a;V+ 28a;V+J/*) 

p-«QO r«rp 

= S (-1)" 7^, 2 (2p)2r^''-^V'-. 

ps=0 ^ V)'f—-Q 

x -\- h 

29) arctang ;- soll nach Potenzen von h und fc entwickelt werden. 

y^^rk 

X +A X l T y , a; , i . 

arclang— j^ = arctang -+^ (^, Ä_ ___ fr J+ 

1 r -2a;y 2(a;»-j/«) 2^^ ,1 _ 
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30) Es sollen folgende Gleichungen mit besonderer Berücksichtigung 
derjenigen Methoden, welche sich auf den Taylor'schen und Maclaurin'- 
sehen Lehrsatz stützen, näherungsweise gelöst werden: 

cc) a;3-f-2a;2 +307+4 = 0; ö) tanga; + a?=0; 

rc = — 1,6506292. x, = 116« 14' 21", 

ß) 0?« — 2a;» + 4r — 8 = 0; x^ = 28P 30' 16", 

X = 1,6117663. a?, = 457<> 8' 38", 

y) 101oga? = X] etc. 

X = 1,1371288. 

Anleitung. Es sei y = /"(rr) = die zu lösende Gleichung. 
Bezeichnet Xq einen durch Versuch gefundenen Näherungswerth der 
Wurzel und Xq-^-H den wahren Werth derselben, so ist nach dem 
Taylor'schen Satze 

= /-(a^ + A) - f{xo)+f'(x,)^+f"(xo)-^^^+--- 

Kommt nun Xo dem wahren Werth der Wurzel so nahe, dass h^ 
und die höheren Potenzen von h vernachlässigt werden dürfen, so bat 
man zur Berechnung der Correction h die Gleichung 

^ nxo)+n^o)h, 

woraus A = -fj^' 

a?o + Ä ist dann ein neuer Näherungswerth. 

Diese Methode, welche von Newton herrührt, kann geometrisch 
so interpretirt werden, dass man die Curve y = f{x) durch ihre Tan- 
gente ersetzt und den Schnittpunkt der Tangente mit der a;-Axe auf- 
sucht, während der sogenannten Begula falsi 

X4 — a?2 
X = x^ --yi 

Vi— Vi 
oder x = -^ — ^ ^ , 

wo Xf und 072 Näherungswerthe, yi und y^ die zugehörigen Resultate 
bezeichnen, die Annahme zu Grunde liegt, dass der zwischen zwei 
Punkten der Curve liegende Curvenbog« n durch die Sehne ersetzt und 
der Schnittpunkt der Sehne mit der x- Axe aufgesucht wird. 
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Eine angemessene Verbindung der Newton'schen Methode mit der 
Regula falsi liefert zu gleicher Zeit zwei Grenzen, zwischen welchen die 
Wurzel enthalten sein muss. Hierbei hat man die Newton'sche Formel 
für denjenigen Näherungswerth anzuwenden, für welchen f{x) und f"{x) 
dasselbe Zeichen besitzen. 

Ein weiteres Mittel zur Auflösung der Gleichung f{x) = liefert 
der Maclaurin'sche Lehrsatz, mit dessen Hülfe die Inversion der Function 
f{pc) erreicht werden kann. 

Bezeichnet nämlich x^^^y^ ein Werthepaar, welches der Gleichung 
y z=z f{x) genügt, so gibt die Maclaurin'sche Reihe die Entwicklung 

rr^^A^i^^\ y—yo.id'^\ (y—yo?.ß^^\ {y—yoY, 

Setzt man hierin y = und für I — I , l^r^i ,••• ihre Werthe, nämlich 
dx\ 1_ /d^a?\ fXxp) 






y Wh [fX^oW 



( 



^\_ f'ix,)nxo)-s{f'(x,w ,„ 

so erhält man, Xq als Näherungswerth vorausgesetzt, für den neuen 
Näherungswerth x die Gleichung 

, fMf"'M -3[f"(x,)]^ [fix,)-]' .,. 

^ [f'(.^o)Y 6 

Vorausgesetzt wird bei allen diesen Näherungsmethoden, dass in 

dem betrachteten Intervalle fXx) weder sein Zeichen wechselt, noch 

gleich Null wird. 



Capitel VI. 

Anif endnng der Differentialreehnniig anf die Bestimmung des 

wahren Werthes einer Fnnetlon, die für einen speelellen 

Werth der YerSnderllehen In unbestimmter Form 

erseheint. 

§.18. Allgemeine Sätze und Regeln. 

1) Bezeichnen f{x) und q>{x) zwei Functionen von x, welche 
nebst ihren n ersten Ableitungen in demselben Intervalle endlich, stetig 
und eindeutig sind und welche nebst ihren (n — 1) ersten Ableitungen 
ffir den specielien Werth x ^= a verschwinden, während (p^^\a) von 
Null verschieden vorausgesetzt wird, so gilt tör jeden innerhalb des 

Intervalles liegenden Werth von x der Satz 

f{x) ^ /'(n)[a + ^(a;-a)] 

y (a?) (p^%a + ^ (a? — a)] ' 
wo ^ einen nicht näher bekannten, positiven, ächten Bruch bedeutet. 

In dieser Gleichung erscheint der Ausdruck aut der linken Seite 

für 07 s a unter der unbestimmten Form ^ und verliert daher seine 

bestimmte Bedeutung. Aus der obigen Gleichung folgt aber, dass für 

lim a; == a, lim Vr- = -7^,7^ ist Diesen Werth nennt man den 

(p(x) (p^Ha) 

wahren Werth des Quotienten - V r für x^sza. 

(p(x) 

fix) 
Der wahre Werth des Quotienten \ i , welcher für x^a unter 

€p{x) 

der unbestimmten Form g erscheint, ist demnach gleich dem Werthe von 

—^r\ 1 wenn die w ten Ableitungen von f{x) und (p(x) die ersten sind, 

weiche nicht zugleich verschwinden. 

Dieser Satz gilt in dieser Form nur dann, wenn f^^\a) und 9pW(ö) 
bestimmte Werthe haben; verlieren f^^\a) und <f^^\a) für a?= a ihre 
Bedeutung oder werden beide unendlich gross, während die übrigen 
Voraussetzungen bestehen bleiben, so tritt an die Stelle des vorigen 

S h n c k e's Anfgabensammlmig. 1. 6 



82 

Satzes der folgende: Der wahre Werth von --^4- für lima; = a, d. h. 

tp{x) 

lim ~rr^ für \\mx *= a, stimmt überein mit dem Grenzwerthe des Quo- 
(p{x) 

f'Kx) 
tienten (n)(J\ ^""^ ^*™^ *=^» vorausgesetzt, dass ein solcher Grenz- 

werth existirt. 

■f(n%\ 

2) Der Fall, wo die Function -— (- für a? = a die unbestimmte 

q>{x) 

oo 
Form — annimmt, wird auf den vorhergehenden zurückgeführt» wenn 

1 

man schreibt — -. = ; ^ • 

y(a?) 1 

fix) 
Auch für diesen Fall gilt ein dem im letzten Alinea von 1) aus- 
gesprochenen ganz analoger Satz: lim '\ \^ stimmt überein mit hm A—^ 

für limoj == a, vorausgesetzt, dass ein solcher Grenzwerth hm - ,, i für 

9P {x) 

lim a; = a existirt. 

Zusatz. Derselbe Satz gilt für a= oo. 

3) Wenn f{x),g){x) ssQ.oo wird für a7 = a, so setze man 

f{x).(p{x) = - Y = ^y^-, wodurch man einen der beiden vorher- 

q>{x) f{x) 
gehenden Fälle erhält. 

4) Die unbestimmte Form oo — oo, unter welcher die Differenz 
f{x) — (p{x) für x^=^ a erscheinen kann, wird auf die Form ^ zurück- 
geführt, indem man ^^r-^ = /i(a?) und -— = yi(a?) setzt , wodurch 
man erhält 

f(x^-a>(x^ * ^ yi(^) - fi{x) 

5) Nimmt die Function [/(a?)]^^^) für x=ia eine der unbestimmten 
Formen 0^ oo^ oder 1^ an, so erscheint beim Uebergang zur Cxpo- 
nenüalfunction, wornach |7(a?)]V*<^) «= e*^(^)'^H der Exponent g>{x),lf{x) 
unter einer der vorhergehenden unbestimmten Formen und kann dem- 
gemäss behandelt werden. 
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Wenn das allgemeine Veriahren mehrfache Differentiationen zur Be- 
stimmung des wahren Werthes von —,-4- ftir x^ a erfordert, so ist 

es in vielen Fällen zweckmässig, Zähler und Nenner nach steigenden 
Potenzen von {x — a) zu entwickeln. Da nach der Voraussetzung einige 
der Functionen f(a)y f{a) , . . . und 9P(a), 9\o) , . . . verschwinden wer- 
den, so wird sich eine gewisse Potenz von {x — a) als gemeinschaftUcher 
Factor im Zähler und Nenner iortheben lassen; der übrig bleibende 
Bruch gibt für o? = a den gesuchten wahren Werth. 

Falls eine Entwicklung des Zählers und Nenners eines Ausdrucks 

fix) 

> ; , welcher für ^ s a unter der unbestimmten Form ^ erscheint, 
q>{x) " 

nach Potenzen von {x*-^a) mit nur ganzen Exponenten nicht möglich 
ist und in Folge dessen das allgemeine Verfahren nur mühsam oder auf 
Umwegen zum Ziele fuhrt, kann der wahre Werth dieses Quotienten 
auf folgende Weise bestimmt werden: Man setze {a-^K) für x in die 
Functionen f{x) und q>{x) und entwickle sie nach steigenden Potenzen 

von A. Nach Hebung einer gewissen Potenz von A, welche hierbei im 

fix) 
Zähler und Nenner von ' ) : als gemeinsamer Factor auftritt, ergibt 

q>[x) 

sich der wahre Werth des Quotienten -A-^ für o? a= a, indem man in 

9P(a?) 

dem übrig bleibenden Bruche A s setzt. 

Die Bestimmung des wahren Werthes einer für x as a unter 
unbestimmter Form erscheinenden Function kann häufig dadurch ver- 
einfacht werden, dass man die gegebene Function durch Division von 
solchen Factoren befreit , welche für x ms a weder gleich Null , noch 
unendlich gi'oss werden. Das Product aus dem wahren Werthe des 
übrig bleibenden Theiles in den bestimmten Werth der vernachlässigten 
Factoren liefert dann den wahren Werth der gegebenen Function. 

$.19. Beispiele. 

Bei denjenigen Aufgaben, welche mit einem * bezeichnet sind, 
reicht eine einmalige Differentiation nicht hin. 

1) M a= —z r-; für X =i üj wird w = ä = — a*""". 
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, a?*— 8a!=+17a!— 10 

•^) " = x*-bx^-2x^ + nx-5 '' *"'• '"-'5' wird «»g= ^V 

, _ X * — 5x'+4 < lür JT = + 2, wird u = fi *= |, 
^ " — a!*— 3a;2— 4 ' Uür a; = —2, wird m = g = |. 

_. a;* + 33;»— 7x^— 27a;— 18 . (für a; = +3, wirdu= » = 10, 

^ " "^ a?«— 3a;'<— 7a?*+27a;— 18 ' |türa; = — 3, wirdM = ^ = Ttf. 

a,4+a;»_lla;*_9ai+18 M<*«" «= L wird« = S = |, 

^) " = ^4-+-2; .3_i3^._14^+24 ' f^ = 7^' '*•;;«'«-§ = i- 

|fura; = 3, wird ua=§=£=^. 

^> " = bx^-2bcx + bc^ '^ ^"'" ^= '• ^•••'' « = S = y 

10) *te = 4.0^ . o 2 «? , o — r; — i» »^ir ^ = — ö» wird u = S = 2f/. 
^ a*-h2a^x-h2a*x^-{'2ax^-{'X* ^ 

11) M Ä — ^ — . o . . g ; ^ur a; =5 2, wird w = ä =: 0. 

a;3+a,2_4^_4 |föra:«~l, wird t« = §==cc, 

|lura; = — 2, wird tta=§ = — 1. 

ax — x^ 

13) u = -4 — ön — Tö — i i'f för a; = a, wird w = $ = — 00, 

14) n = . ; für a; = 0, wird w = J == ? • 



lo) u = .-- ^ .^-^ ; iur a? = fl, wird w =1 ä — ^|. 

Va+2a? — V3a 

V a?^ — ü^ I— 

16) w = . . ; für X SS üy wird m = {} = av3. 

V^I — fl 
Man dividire mit dem Nenner in den Zähler und setze im Quo- 
tienten X SS a, 

... ylx^yja-h>lx—a ... -^ 1 

17) n = . ; Iur x =^ a^ wird ti » ^ s -.^^ • 

Va?2 — a* V ^« 
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Setzt man x^a-bh und entwickelt Zähler und Nenner nach 
steigenden Potenzen von hy so folgt 

, woraus für A k 0, w a= -p^ 



18) .. - '•-'.»tj-7.-.-2.--2a'VS=^. ,^, ^_ ^ ,,^j 

a?* — 2ax — a* + 2a v2aa? — x^ u = - = — 5fl. 

19) M = ^5^^-^^; für a?«:0, wird u = ^«i£.. 

fl« — ft* ft 

20) w = i-,^i r ; für a? «s 0, wird u = § « /— • 

' i(l — a;) " a 

22) u = <''-V«^^-^' ; für a?«= 0, wird m^%^~ 

yla+x — sa — x 
Anstatt vom Zähler und vom Nenner die Ableitung zu bilden, kann 
man auch jede einzelne Quadratwurzel nach dem binomischen Satze 
entwickeln. 

24) u « ^\'l 1/ ; für a? = a, wird u = J -= 2a 42a. 

%{x — ay 

Dividirt man mit dem Nenner in den Zähler, so gibt der Quotient 
iör a; SS a unmittelbar den gesuchten wahren Werth. 

25) u -= -^ -^ — ^,; ; für a? = a, wird w = ä == 0. 

Yix—ar-^-Oylx — a 
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Setzt man tjx — asf, so folgt für fasO der gesuchte wahre 
Werth. 

26) u = ^. ; tür ;c a= a, wird w bb ä -s y«. 



a — tl 



ax 



3 



27) 



(x — c)Jx — h -{-xx — c . , 

u = ^ ^ . ~ ; iur a?=: c, wird w = g a= 1. 

V2c — ylx -hc-k-sx — c 

28) *u « (1 _ a;)2 ;fur:i;«:l, wl^d«la=^=-^-^• 

Durch Division ergibt sich: 

und für fl; = 1 : 

u « 1+2+3+.... +n=^^-^. 

29) u « «iV^i / a"^^^^' ^"^ ^ = **' ^'^^ f« « 5 = 0. 

Va?' — a' — Vo?* — a- 

30) u =5 ^ ^ 



a? y 8a*a?2 + Sax^ — ^20a«a;* + 12a*a?« ' 

für xss a, wird w = J = -^r— • 

3j. ^ a;— y32fl»a?-^24g^ +^40«^^?^ +24fl»a?* —^23?^— g« 

3a{9x—10a)-{'^36a^x+4bx^ ^2x^—a^ 

für a? ass a, wird 11=^«= -77- • 

" 24a 

32) *tt = ar^— a; ^ f^r ^„1^ ^ird 14 = 5 = — 2. 

,1 — x-t-ix " 

Weil o; aa 1, so können wir den Factor x absondern und gelan- 
gen kürzer zum Resultate durch Differentiation von 

1 — x + lx 
Ebenso wird man finden, dass man vor der zweiten Differentiation 

x^"^ absondern kann und nur — u zu betrachten hat. 

1 — x 

33) u = ^e^-^e-^^-e'-xer^ ^ füra; = 0, wird ti«=^«-l. 

Da e' s= 1 für o; 3= 0, so kann man Zähler und Nenner durch 
e^ dividiren und die Differentiation ausführen an 
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g + g-**— 1 — g.e-g* 

34) *M « f^ — iy ; für a: -= 0, wird w «= § a«: f 

Wenn a? =0, wird «*= 1 und li « a?'^+^ — 2^ + 2. 

^ 1 

35) tt = ^i-^7j3^; iür a;«:0, wird u«:§«: — 1. 

^ 1 

e* = 1, für a? = 0, also u « -^r^ r^ . 

36) 11 = —y- — ; lür a: » 1, wird m «= g « /«— 1. 

ö7) *tt = . — ; für x^a^ wird i« xs ^ s — 1. 

a — \2ax — x'^ 

38) u = ^T"^""" ; lur a? = 0, wird u -= a = 2. 

sma? " 

39) u a= — ^— ; für .a; = 0, wird w = J Ab oo. 

40) *„ « ?ZIJ5^. für a; - 0, wird u - * - i- 

a? 

Der wahre Werth von tf kann sowohl nach der allgemeinen Me- 
thode, als auch dadurch erhalten werden, dassmanfursina; die betreffende 
Potenzreibe einsetzt. 

41) *tt = 1 ; für a? = 0, wird ti «: a -= 2. 

X — sina? 

Die mehrfache Differentiation kann umgangen werden durch Ein- 
fuhrung der bezüglichen Reihen für e^, e~~' und sina:. 

Ac%\ 1 — sina^+cosa? „^ * . i n ^ 

42) u = . ^ ; für x =« 47r, wird ti = a s= 1. 

"^ sm2a? — cosa? * ** 

.rtv * sina: — a;cosa7 .^ a • j n i 

43) *u = r-i ; für a? ■= 0, wird u « a =- i 

sin^a; ® ^ 

44) tt = ^-^-^ ^-. — -— ; für x = \n, wird « = $ -= —3. 

2sin^a; — Dsina?+1 • '' 

.Kx sina; — cosa; + l .« a • j n ^ 

45) « = -: : r ; für a? = 0, wird u == ^ = 1. 

^ sina?+cosa7 — 1 . " 

46) n == —-- ; für a; s 0, wird u « § = 1. 

' cosa^.sm^a; " ' 
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47) u = — ^^ ' / n i, n — ^ — ' ; *"r ^ = n—a—ß, wird 

48) *u = - — -; — ; fura? = 0, wird m = ä = i. 

49) *«i «= -—H ; für rc = 0, wird k = J a- 4. 

50) u «= °\ , \ 2-^^ .. f„r a.=-0, wird w = J== — ,— • 

' arctg(a+a7) — arctg(a — a;) ** cos^a 

51) u = - \, ; für a? a= 0, wird ti «= — ä 1, 
'^ ilg2a; oo 

.^. a'%max — ft^siofta; ,« rv • j « « — ^ 

o2) u ss: — :-: .^ . ■ ; für a? = 0, wird u = ^ = • 

' g^singx — h^&mltx " g — ä 

2 1 

53) u = -^ — 7 r; lär a7a= 1, wird u == oo — oo = — 4. 

a?* — 1 X — 1 ^ 

X 1 

54) *tt « r — -r— ; für a; = 1, wird w = oo — oo « 4. 

X — 1 Ix 

55a) *w sz — ; ; lür a; = 0, wird u = oo — oo = 0. 

sin a: a; ' 

55b) ♦ti SS — -.. für a? =0, wird tf = oo — oo = i. 

' sin^a? a:* ^ 

55c) *u Ä — .- , ^: für a; = 0, wird u = oo — oo *= oo. 

sin^a? x^ 



[' -(1)1 



55d) Man bestimme den Krümmungsradius q = ^ der 

durch die Gleichung y = 15(-r-2 if dargestellten Curve für den 

\ sin X X / 

Punkt a? = 0, y = 5. 

Es ist für diesen Punkt Q= ^' 
In diesen vier Beispielen gelangt man am kürzesten zum Ziele, 
indem man für sina; die betreffende Reihe einsetzt und sin^a?, resp. 
sin% nach dem binomischen Lehrsatze entwickelt. Darnach erhält man 
z.B. im Falle der Aufgabe 55^) folgende Rechnung: 

^ ^ _1 J_ ^ «V-sin»^^ ^-{^ -~+-j ^ 

8in*a? a?* a?*sin*a; ' '*'' ^* 



**(*-|i + ') 
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Fasst man sämmtliche Glieder, in welchen o? in der 6ten und in 
höheren Potenzen vorkommt, in dem Zeichen (x^) zusammen, so kann man 



X* 



+ (x^) 



schreiben : u «= — a , r a\ = ? . > / , woraus iur x = folgt k = i • 
56) *u SS -; lür xa= 1, wird u = 00 — 00 = ^. 

58) u = x.tgx — -^seca;; für x =-^, wird t( = 00 — 00 a= — 1. 

1 1 

59) *a = — — _ _; für x = 0, wird u = 00—00 = ^. 

Durch Einführung der Reihe für {(1+x) kann die mehrfache 

Differentiation vermieden werden. 

X 1 1 

^^ *** '^ "2x^"^ x(g^ — 1) ' '"'' ^""^' ^*^^ u = — oo + oo=i. 

61) *,, « -y^-^+ ^(^2;^_^^ ;fQ^^ = 0> wirdii = -oo+oo= g-. 

1 1 1 
Dies ist die Summe der Reihe: ^ i '^a-l 2"^ q_l 2 "^ » 

At~X 4"i~X «/"T~X 

und für xa=0: 'T2+"22 +■32'* 

62) u s= ; für X = 0, wird u = 00 — 00 ä -3-; 

ti ist die Summe der Reihe: ^^^ — =+ öt^ — 0+ h^-; — ?-!-•••; 

l*+x* 3*+x^ 5*+x^ 

für x»=0: 12+32+ 52+-- 

63) *ti 5= — , —- . , ; f. x = a, wirdti=oo — 00=— -r-r-. 

^ a — X öa'— ox*— 4x^ 14a 

Berücksichtigt man, dass 5a* — ox^ — 4x' ■= (5a*+5ax-f-4x^)(a — x), 
so genügt eine einfache Differentiation. 



64) *u ^ ^^^', für a: = 0, wird ii = — == 0. 

COtg X OO 

H* OO 

65) u sss — ; für X = oc, wird u = — « oo. 

' a? OO 

66) tt = ^ — ; für a? ä oo, wird v = — = 0. 

' a? OO 

67) t« s= ; Tür a? = 0, wird n « — ä 1. 

^ cotga; OO 



('-t) 



I 

\ Ä / OO 

68) *« = ; ffir a; = a, wird w = — = 0. 

' TTa? OO 

COtg — 



i(aJ — l) + tang(a;^) 

69) »u = ■ ; fnr a: = 1, wirdu «= — = — 2. 

' COtg »TT OO 

70) u == (1 — a?).i(l— a;); für a? = 1, wird u =0.00 = 0. 

71) u == j— tangl— -g-)? f*ir a? = ö, wird u = 0.oo = — — • 

72) u Ä (a — a?) . tang i g- j; für a? « «, wird w ■= . oo sa= — • 

73) II = taDg2a?.colgl-j-+ a?i; für a? = -j-» wird u = oo.0= i- 

74) u sBs sec|a;-cr M — » '"^ a; = 1, wird u = oo.O « — 

'' \ jS f X , TT 

75) u «= 2*. tattgoj ; für x :p=oo, wird u i» oo . »^ a. 

76) u Ä af Ax\ für a? = wird, wenn n positiv ist, w « . oc »= 0. 
77a) ti = a?*; für x = 0, wird ü = 0® = 1. 

77b) t« ■= ar^ ; für a; == wird, wenn m > 0, m «b 0^ i* 1 und wenn 
m<0, ti = 0^ =0. 

78) t« « X * ; für a; = OO, wird w « oo<> = 1. 
79a) tt « (1 + mx)* ; für a? = 0, wird u = 1 



* -=e"». 



1 

n 



79b) 14 « (l+wa;) * ; für a; = 0, wird u = 1"^ = e"». 

1 
80) tt = a?^~*; für a? = 1, wird w = 1* » e""^. 



01 



^ ^ / 1 Vsinoj 

81) u = I— I ; für a? = 0, wird t« = oo» « 1. 



nx * 



82) « = (2 — -^r*" *•; fflr » - a, wird « == 1* i^ «" . 

83) »tt « (l — £.^'*"*~; für « -= o, wird « = 0« = 1. 

(1 \tangs 
— I ; für X SB 0, wird « • 



oo« = l. 



m> 



85) *M = (coswa;)"''*" ; für a? = 0, wird « = 1* = e 2»». 

86) N = [laDg(^ + 0»)]^"°**; für a> - 0, wird u = 1» - ««.. 

/ /2n\' 

87) « ■: lco8-t/ — I ; für af im <x>, wird m 



e-"- 



1 



88a) „ «: i^^Y ; für » - 0, wird u - (§)* - 1* - 1. 



1 



88b) u « (^B^y*. jür » - 0, wird « « (§)* - 1* = e* 

88c) « = /??Eif^\*'; fär ic « 0, wird « = ($)* = 1* = oo. 

Am einfachsten gelangt man zu den in diesen drei Beispielen 
verlangten wahreq Werthen auf folgende Weise: 

E«i8t^?Hi^-!li^-(i+^v..y 

X X \ Ö J 

und daher z. B. im Falle der Aufgabe 88^) 

« - (1+T+-) • '" " -^-4 — -= ^^ — ^+^^'^- 

Folglich wird für ^ =s 0, lu ob |, also u » eK 

Die Bezeichnung (o;*), (o;*) betreffend, vergleiche man die Bemer- 
kung zu Aufgabe 55^). 
89) *u « «'(»+*); für a? »= 0, wird u «= 0« « 1. 



90) M = «'»+«'*; für a? = 0, wird m = 0® « e *» . 



92 



1 

91) *u = f^-^]* ; für :r = oo, wird u = (^\^ « 0<> = 1. 



1 



noN (1 + a?)* — e ^ e 

92) u = ^^ =^ ; für a? = 0, wird u = — s-; 

a? 2 

denn differentiirt man Zähler und Nenner einmal, so folgt 

rc X^ ^ ^ Ix X^ 3 

Der wahre Werth des ersten Factors für :a; ss ist nach Auf- 
gabe 79^) gleich e. Setzt man nun für /(1 + ^) die Potenzreihe ein und 
bildet das Product (l+^)i(^ + ^) ^^^ Vernachlässigung aller Potenzen 
von o;, deren Exponent grösser als 2 ist, so ergibt sich leicht — ^ als 

Grenzwerth des zweiten Factors für o; = 0. Demnach wird für a? =: 0, 
e 

93) /(a?,y) = y*— aV+2aV— »♦=0. Welchen Werth hat ^ 

für a? = 0, y = 0? 

Wenn man auf die gewöhnliche Weise verfährt (nach §. 10, 1), so 

erhält man -r- = -^— ; jt^ • Dieser Ausdruck erscheint unter der 

dx 2y^ — a^y 

unbestimmten Form g, weil für dieses Werthepaar a? = 0, y «= sowohl 
J- , als auch -4- , also auch df den Werth Null hat. 

Ist überhaupt f{a, 6) = und y^\ = , \^\ = 0, so erhält 

man -p durch Auflösung der Gleichung {dY)a, 6 = 0> wenn nicht sämmt- 
liehe Coefficienten dieses Ausdrucks gleich Null sind. Wären für xaaa, 
y =i b sämmtliche Coefficienten von (dY)a 6 = 0» ^^ ^^^^e man 

W)a, 6 «= U. S. W. 

dy 
Im vorliegenden Falle bestimmt sich also -p aus der quadratischen 

Gleichung 

= [4 (a^ — 3a5*) dx* + 2 (6y* — a*) dy\ o = 4o»dar* — 2o*(iy» — 0, 
und zwar kann -j- die beiden Werthe ±v^ haben. 

dX 



93 

Die geometrische Interpretation ist folgende: Die Gleichung f^O 
stellt eine Curye vierten Grades dar, für welche der Coordinatenanfang 
eiu Doppelpunkt ist Die Tangenten in diesem Doppelpunkte sind gegeben 

durch die Beziehung -^ - = tang a = ± ^2. 

(ICD 

In ähnlicher Weise verfahre man in den folgenden Beispielen. 

94) Wenn {y^+axy =a?*(a*+2aa? — x^) ist, dann wird für aj = 

und y = 0:g-$ = ±i. 

95) Wenn (y* — a;*)* = a?^ — 2aa?y* ist, dann wird für a? = und 

96) Wenn y* — 96a V + lOOo»«* — a^ = ist, dann wird f ür a? — 
undy = 0: ^-fi-±5>/^- 

97) Wenn (a;*+y»)*mia»(a!*— y*) ist, dann wird lör «»sO und 

98) Wenn y'(o— a;)«:a?' ist, dann wird für ««O und y = 0: 

99) Wenn (j5*+y*)* = a^xy ist, dann wird Ifir «c = und y = 0: 

100) Wenn y*+(o* + aj*)y*=s o'a;' ist, dann wird für a; » und 

«a=0' ^=Ä =4-1 

101) Wenn (x — y)(a;* + y*) ■= «(as+y)' ist, dann wird für jb = 
undy = 0: g-J} 1. 

102) Wenn (y*+a?*)^ — 6axy^ = ax^(2x — a) ist, dann wird für 
a? = und y SB 0: ^ = ^ =: oo. 



Capitel Vn. 



Anwendmig der Diflferentialrechnung auf die Bestlmmang 
der Maxima und Minima der Functionen. 

§.20. Allgemeine Sätze und Regeln. 

A. Absolute Maxima und Minima. 

a) Explicite Functionen eines Argumentes. Versteht man 
unter f(x) eine Function , welche nebst ihrer ersten Ableitung in dem 
Intervalle von x^ bis x^ endlich, stetig und eindeutig ist, so gelten, den 
Gang dieser Function betreffend^ folgende Sätze: 

1) In der Nähe eines jeden Werthes Xq innerhalb des betrachteten 
Intervalles, für welchen /"(^o) <0 ist, gibt es sowohl solche Werihe des 
Argumentes, für welche die Function f{ps) grössere, als auch solche, für 
welche sie kleinere Werthe annimmt, als für Xf^. 

2) Wenn die Function f((c) an beiden Grenzen des Intervalles 
Xy^ X2 denselben Werth besitzt, so gibt es innerhalb dieses Intervalles 
wenigstens einen Werih von a?, für welchen die erste Ableitung f(x) 
verschwindet. 

3) Wenn die erste Ableitung der Function fix) innerhalb des 
betrachteten Intervalles ihr Zeichen nicht wechselt, so ist der Werth der 
Function an der oberen Grenze des Intervalles grösser oder kleiner als 
an der unteren, je nachdem f{x\ allgemein zu reden, in dem Intervalle 
positiv oder negativ ist, wobei nicht ausgeschlossen ist, dass f\x) für 
einzelne Werthe gleich Null werden kann. 

4) Wenn die erste Ableitung der Function f(x) für irgend einen 
innerhalb de^ Intervalles Xi x^ liegenden Argumentswerth verschwindet 
und ihr Zeichen wechselt, so erreicht die Function für diesen Werth' 
von X ein Maximum oder ein Minimum, je nachdem f\x) mit wachsen- 
dem Argument von positiven zu negativen oder von negativen zu positi- 
ven Werthen übergeht. Verschwindet die erste Ableitung dagegen, ohne 
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ihr Zeichen zu wechseln, so tritt für die Function f{x) weder ein 
Maximum, noch ein Minimum ein. 

Macht man noch die Voraussetzung, dass die Function f{x) Ablei- 
tungen aller Ordnungen besitze, welche in dem betrachteten [ntervalle 
endlich, stetig und eindeutig sind, so erhält man zur Bestimmung derje- 
nigen Werthe von a;, für welche ein Maximum oder Minimum der Func- 
tion innerhalb des Intervalles eintreten kann, folgende Regel: Man setze 
f{x) s und suche alle in dem betrachteten Intervalle liegenden Wur- 
zeln dieser Gleichung auf« Hierauf berechne man für jeden dieser 
Werthe von x den zugehörigen Werth von f\x)y wenn dieser gleich 
Null ist , deii Werth von f'\x) und wenn auch dieser gleich Null ist, 
den Werth von f^^{x) u. s. f. Zur Entscheidung, ob ein Maximum oder 
Minimum oder keines von beiden eintritt, gilt dann der Satz: Ist die 
erste lur x^ a nicht verschwindende Ableitung von ungrader Ordnung, 
so tritt weder ein Maximum, noch ein Minimum ein; ist die erste für 
x:s a nicht verschwindende Ableitung von grader Ordnung und positiv, 
so entspricht diesem Werthe ein Minimum der Function ; ist dagegen die 
erst^ nicht verschwindende Ableitung von grader Ordnung und negativ, 
so entspricht diesem Werthe ein Maximum der Function. 

Anmerkung 1. Wenn die erste Ableitung f(x) einBruch^ etwa 

dy dz 

V dx dx 

■^, also f\x) « 5 ist, so richtet sich das Vorzeichen von 

f\x) nach demjenigen von — -~ • 

Anmerkung 2. Ein Maximum oder Minimum einer Function 
kann aber auch auftreten für einen solchen speciellen Werth des Argu- 
mentes, welcher am Rande des betrachteten Intervalles liegt oder für 
welchen die früher gestellten Bedingungen, z. B. dass f{x) endlich und 
stetig sei, nicht ertüllt sind. Diese Falle erfordern jedesmal eine beson- 
dere Untersuchung. 

b) Explicite Functionen zweier Argumente. Es be- 
zeichne f{Xj y) eine Function der beiden unabhängigen Veränderlichen 
a; und y, welche nebst ihren Ableitungen in dem Gebiete, für welches 
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der Gang dieser Function untersucht werden soll, endlich, stetig und 
eindeutig ist. Wenn die Werthe x ^ a, y ^h den beiden Gleichungen 

!- s= und -4- = genügen , so entspricht diesem Werthepaar ein 

Maximum oder Minimum der Function f{x, y), je nachdem die vollstän- 
dige Aenderung dieser Function in der Umgebung von x^a, y = b 



dy 



f §1 



fiiy 



dxdy 



fiii ;52" == f'iii so liefert der Taylor'sche 



Lehrsatz für die erwähnte vollständige Aenderung, wenn man die Incre- 
mente der Variablen x und y mit h und k bezeichnet 
f{x-\'K y-i-k) -fix, y) = f,h -bf2k-h i ifnh^ + 2f,^hk + f^^k^) + fi. 
Da nach der Voraussetzung für o; ss a, ^ a= 6 die Grössen fi und 
^2 verschwinden, so hängt das Vorzeichen der vollständigen Aenderung 
von f{x^y) bei hinreichend kleinen ä und k nur * von dem Vorzeichen 
der Summe der Glieder zweiter Ordnung ab« Nun ist aber 

fiii /l2 

/iiA*+ 2/i2M +^jjP = fn (h + l^^y + - ^^^ 

und man erkennt leicht, dass das Vorzeichen der Summe dieser zwei 
Quadrate nur dann von den specieHen Werthen h und k unabhängig ist, 

/2i> /22 



22 



^^ 



filr das betrachtete Werthe- 



wenn die Functionaldeterminante 

paar einen positiven Werth hat. 

Die Function f{x,y) besitzt daher ein Maximum für die aus den 
Gleichungen /i = 0, /i = bestimmten Werthe x= a^ y = b, wenn 

flu fi2 



/2i» h 



22 



>o. 



für diese Werthe zugleich /ii<0 und 'J" 'J" > 0, ein Minimum, wenn 
fii>0 und 

/21» /22 

Sollten die Glieder zweiter Ordnung für fl;=:a, ye=b ebenfalls 
verschwinden, so erfordert die Beantwortung der Frage nach dem Ver- 
balten der Function in der Umgebung dieses Werthepaares in jedem 
besonderen Falle weitergehende Untersuchungen. Wenn jedoch aus der 
Aufgabestellung ohne Weiteres ersichtlich ist, dass in dem betrachteten 
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Gebiete nur ein Maximum oder nur ein Minimum existiren kann, so 
werden diese meist mühsamen Untersuchungen entbehrh'ch. Eine analoge 
Bemerkung gilt auch Tür das Folgende. 

c) Explicite Functionen dreier Veränderlichen. Wenn 
.für die Function fipo^y^e) der drei unabhängigen Veränderlichen x.y^z 
dieselben Voraussetzungen bestehen , wie für die Function f{x, y) des 
vorhergehenden Falles, so liefert die Auflösung des Systems der drei 

Gleichungen^ -J- sssO, J- == 0, J- = diejenigen Werthesysteme von 

^9 y> ^f welche der Function f{x^ y, z) ausgezeichnete Werthe erlheilen. 
Aus dem Vorzeichen, welches die Summe der Glieder zweiter Ordnung 
der vollständigen Aenderung von f{x, y, z) in der Umgebung einer so 
bestimmten V^erthegruppe x^y^z annimmt, kann im Allgemeinen ent- 
schieden werden, welcher Art der auftretende ausgezeichnete Werth der 
Function ist. Bei analoger Bezeichnung wie im vorhergehenden Falle 
lautet die vollständige Aenderung der Function unter der Voraussetzung, 
dass /i = 0, ^2 = 0, /"a = sei: 
/•(a? + Ä, y+fr, ^-{'Vj — fix.y.z)^ 

Ml» /l2i /l3 

Setzt man zur Abkürzung die Functionaldeterminante 



/31»/32»/33 



= A 



und die Unterdeterminante 



K^.-, so lassen sich die Glieder 



/ii» fii 

/2i» m 
zweiter Ordnung als Summe der drei Quadrate darstellen 

dA 

Diese Summe kann, wie leicht zu zeigen, nur dann für beliebige 
A, Ar, l ein bestimmtes Zeichen haben, wenn den Coefficienten der drei 
Quadrate dasselbe Zeichen zukommt. Die 'Function fix^y^z) besitzt 
demnach für eine aus den Gleichungen /i = 0, /j = 0, /'s =■= bestimmte 
Werthegruppe a;, y, z ein Minimum , wenn die Functionaldeterminante 

Sohncke's Anfgabensammlung. l. 7 
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A>0, die Unterdeterminante ^r>->0 und ihr Anfangsglied /ii>0, 
ein Maximum, wenn A<0, ^^ ->0 und f^ <0. 

^/33 

d) Implicite Functionen. Wenn eine implicite Function 
ti von X durch die Gleichung f(u,x) =: gegeben ist, so muss für den 

dtL düc 

Fall eines Maximums oder Miniraums -r- ="-""577 r-s=08ein. Dieser 

dx df{% X) 

du 

Bedingung wird im Allgemeinen genügt, wenn -^\^ — - = ist. Elimi- 

nirt man aus dieser und der Gleichung fiu, rr) s die Grösse v, so 
erhält man eine Gleichung zur Bestimmung derjenigen Werthe von Xy 
die zu einem Maximum oder Minimum von u gehören« Es tritt ein 

Maximum oder ein Minimum ein, je nachdem -^^ mit J- gleiches Zeichen 
hat oder nicht. 

B. Relative Maxima und Minima. 

Sei f{Xyy, Zyt, ..,) eine Function der (m-\-n) Veränderlichen 
^) yy z> t,...y zwischen denen noch die m(m<,n) Gleichungen 

bestehen mögen. Mit Hülfe dieser m Bedingungsgleichungen lässt sich 
die Function f im Allgemeinen auf eine Function F von n unabhängigen 
Veränderlichen zurückfuhren, für welche man nach den vorhergehenden 
Regeln die absoluten Maxima und Minima bestimmen kann. Die n Glei^ 
chungen, die man hierbei erhält, indem man die nach den n unabhängigen 
Veränderlichen genommenen partiellen Ableitungen von jP gleich Null setzt, 
liefern in Verbindung mit den m Bedingungsgleichungen ^^ s 0, ^2 = ^v*» 
^^ sc ein System von (m-\-n) Gleichungen, dessen Auflösung die 
Werthegruppen von x, y, jSf, r, . . . ergibt, welche die Function f zu einem 
relativen Maximum oder Minimum machen. 

Dieses Verfahren fühct jedoch meist auf wenig übersichtliche Re- 
sultate und ist in allen den Fällen unanwendbar, wo die angedeutete 
Elimination praktisch unmöglich ist. 



I 
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Einfacher gelangt man zum Ziele, wenn man statt der Veränder- 
lichen selbst ihre Differentiale elimiuirt. In dem System von (m + 1) 
Gleichungen, das man erhält, wenn man die Differentiale der (m + 1) 
Functionen /*, 9^1, ^j'-'-S^m) genommen in Bezug auf alle darin vor- 
kommenden Veränderlichen gleich Null setzt, treten nämlich die Differen- 
tiale dXy dy,... linear auf, und man kann daher im Allgemeinen m dieser 
Differentiale eliminiren. Hierdurch erhält man eine Gleichung, in welche 
nur n der Differentiale eingehen, die nun als von einander unabhängig 
zu betrachten sind. Setzt man die Coefßcienten dieser Differentiale 
einzeln gleich Null, so erhält man n Gleichungen, welche, zusammen- 
genommen mit den m Bedingungsgleichungen 9>i =0, 9>2 ^ ^' •••• Vm^O 
im Allgemeinen die Bestimmung der Werthegruppen x,f/jiSytj.,. gestatten, 
für welche die Function f Maximal- oder Minimalwerthe erreicht. 

In den meisten Fällen ist jedoch die Methode der sogenannten 
unbestimmten Multiplicatoren dem soeben besprochenen Ver- 
fahren vorzuziehen. Diese Methode bestAt darin, dass man nach Multi- 
plicalicn einer jeden der Functionen ^|) 9>2«**-9m mit einem unbe- 
stimmteä , constanten Factor ^, /u, v, . . . tt der Function f die Function 
Fss:f(xyy,is^t,...) — l^i — fi^i — ^92 — ••• — ^9m subsütuirt, hierauf 
sämmtliche partiellen Ableitungen erster Ordnung dieser Function , ge- 
nommen in Bezug auf die als von ..einander unabhängig betrachteten 
Variablen x^y^Zyt ,. . gleich Null setzt und die m unbestimmten Multi- 
plicatoren ly fdy V, . . . n so bestimmt, dass die m Gleichungen 9>| ^ 0, 

9^2 = 0, 9m ^ erfüllt sind. Hiernach wird die Aufsuchung der 

relativen Maxima und Minima der Function f zurückgeführt auf die 
Bestimmung der absoluten Maxima und Minima der Function F. Die 
(w+n) Gleichungen 

^^§f _l^fi_f^^V2 ^^9m _Q 

dx dx Sx ^ dx dx ' 

^I.^§f ^X^Vi_ §^^2 ^^?!?^0 

dy dy dy ^ dy ^ dy ' 

etc. 
in Verbindung mit den m Bedinguugsgleichungen ^i =0, ^j = O,— SPm =0 
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reichen im Allgemeinen hin zur Bestimmung der {2m + n) Grossen 
a;,y, i2?, f, . . . A, |U,i/, . . . TT, für welche die Function f Maximal- oder 
Minimalwerthe erlangt. 

In vielen Fällen wird es sich hierbei empfehlen, die Multiplicatoren 
so lange als möglich in der Rechnung beizubehalten, für dieselben beson- 
dere Gleichungen aufzustellen, welche sie allein enthalten und die Unbe- 
kannten x^y^ZyU,.. durch diese Multiplicatoren auszudrucken. Häufig 

dF 
führt auch die Interpretation der Gleichungen ^ == etc. zu übersicht- 
licheren Resultaten, als die wirkliche Ausrechnung aller Grössen x,y,0yt,.,. 
A) ju, y, • • • 7t» 

Anmerkung 1. Methoden zur Entscheidung, ob in einem gege- 
benen Falle ein relatives Maximum oder Minimum oder keines von beiden 
auftritt, findet man in der Abhandlung von Richelot: Bemerkungen 
zur Theorie der Maxima und Minima. Astronomische Nachrichten von 
Schumacher, Bd. 48, Seite 274—286. 

Anmerkung 2. Es bedarf wohl kaum der Erinnerung, dass bei 
denjenigen unter den folgenden Aulgaben, welche sich dazu eignen, die 
Anfertigung einer mehr oder weniger sorgfältigen Skizze sehr dazu bei- 
tragen wird, den Zusammenhang der in Betracht gezogenen Grössen 
besser zu übersehen« 

§.21. Beispiele. 

1) w Ä ax — OJ^; für x^{a, wird u =\a^ ein Maximum. 

2) u = 2a?+3\/(a— oj)*; für ä; = a — 1, wirdu = 2a + l ein Max. 

4a^ 

3) u = x{a — xy; für x =4^, wird u = -^=- ein Max. , 

„ o; 3= a , wird ü = ein Min. 

4) II ■= oj* — 8ax^ + 22a*a?* — 24a^x + 12a* ; 

für o; B= a, wird u s= 3a* ein Min., 
„ ä; = 2a, „ ü == 4a* „ Max., 
„ aj s= 3a, „ II = 3a* „ Min. 

5) u ÄS m-f-f \f(2aa; — o?^)*; für a? = 0, wirdu = wi ein Min., 

„ a7=a, „ u^m+^a^yja- „Max., 
„ a/s=2a, „ uasjn „ Min. 
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« 

^) ** " :;ä — ;;rirT *' 

X* — x* + l 
du l + 4x'^—4x^—x^ ^ ^ 

Tx^ (^4_^4.1)2 =^' ^-±1. 
Operiren wir zur BestimmuDg des Zeichens von -r-j wie §.20. a. Anm. 1. 
angegeben, so ergibt sich —r-i i-r\\2~' welches für a; = +lnega- 

\X "~~«H/ "T" i-y 

tiv und für x^ — 1 positiv wird. 

Durch Substitution in die oberste Gleichung linden wir , dass für 

o; »= + 1 , u as +2 ein Max., 
a; OB — 1 , u = — 2 ein Min. 



7) li a 



du 2a;*r4-2a;^— a^— 1 
(te*" (aj*— a?* + l)* 



= 0, 



X «-^— . ^ =—2—' ^ ^ 2~ 



a;'»^ 



1— V5 
2 



Verfahren wir, wie in der vorigen Aufgabe, so önden wir, dass das Zei- 

eben von -r^ abhängt von 4a;* + 2a; — Sa?*. 
dx* 

Dieser Ausdruck wird negativ für x und x\ positiv für x' und 
a;'''. Es wird demnach u« — ^ ein Minimum für x'\ ii «s+i ein 
Maximum für x\ u = — | ein Minimum für x^^ und endlich 11*= +i 
ein Maximum für a;'. 

„ ica= — 3„ 14 = weder ein Min., noch ein Max. 
9) u a» x^ax — x^ ; für a; = fa, wird u = — jg- em Max. 

10) u = a;*>/4a^ — a;*; für a; = ±2flVI> wird ««r^^a'Vj ein Max., 

„ a;= 0, „ u= „ Min. 
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11) II = o 2 z '^ ^^^ ^■" ^» ^^^^ ^"^ ^'2 ein Min., 

„ xss — a, „ 14 Ä — a^2 „ Max. 

12) ii = a(x — 6)*; für a;=6, wird u = ein Min., wenn a^O, 

ein Maximum, wenn a <0. 

13) u Ä ä;*' — 5aa:*+5a*a;^ + a*; 

für xss ttj wird u « 2a^ ein Max., 

„ 0? = 3a, „ ü Ä — 26a* ein Min., 

« 

„ X s 0, „ u BS a* weder ein Min., noch ein Max. 

14) u = (x — 1)(2 — xY; für a?=2, wird iioeO ein Min., 

„ a? ass f , „ w « ^V » Max. 

15) u = a;5— 7a?*+16a?»— 8ic*— 16a; + 16; für ic«2, ii-=0 Min., 

für a;= -1,14 = ^V5r Max. 

16) fltt' — u^a;*+a?* = 0; für x^ ±:2ayl2, wird us:4a ein Min. 

17) m2— 2iiw?u + a?2— a* = 0; 

ma . , . ö . ( Max- 

fur a; as ± i , wird u « j: . em < 

yl — tn^ vi — »** ' Min. 

1 ^. 

18) II a= ic*; für ä; = — , wird iiäV*~* ein Min. 

19) ti SS e^.cos2x; für a; = 4 arctg|, wird ii » | Vö e»*''^^* ein Max. 

20) u* — 4a2tia; + a;* -= ; a? «= ± a^3, ii = ± a ^27 Max. o. Min. 

21) ti = a;«— ftr*+4a;'+9a;^--12a; + 4; für a?«— 2, wirdu = 

ein Min., rc = — 1, u s 16 ein Max., o; = 1, ti = ein Min. 

22) II = a;'+|a?^-- 4a;*-— |a?*+6a?*+a?' — 4a?^ — x\ fürajsc — 1, 

wird II ein Min., für a? = — | ein Max., für a; = +1 ein Min. 

23) ti « |a;^ — |a?5 + V^*— 12a;; für a; = — 2, — 1 und 4-^3 

wird II ein Max., für a; ä — v3» + 1 und + 2 ein Min. 

24) II* — 3awa? + a?* = 0. Ist a>0, so ist 1) für x = a ^2, ti ein 

Max. sBs a^^4, 2) für a;s 0, ii ein Minimum ss 0. 

25) II == I — I ; für a?= — wird u= {^f ein Min. oder Max., Je 

nachdem aSO. 
26a) iii*+2»a»i + (7a;* + 2Du+2i?a; + P = 0; 
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für ^ - BP-i^ ■ B f {BD-AEf-{B^-AC){D^-AF ) 



, , CD—BE^ C /(BD—AEy — (B 



— AEY — {B^ — AC){p^—AF) 



AC 

respective für das obere Zeichen ein Max., für das untere ein Min. 

26b) u ac x^-hx-hl. Es gibt keinen Werth für Xj der u zu einem 
Maximum oder Minimum macht. 

26c) ii ■= x*-hax^-hbx+c. Für o? = — ^a^Viö^ — i^ wird 

IC sss ^^a* — ^ah+ cT fftv^ö* — 4^6 zu einem Maximum oder 
Minimum, wenn a^>36 ist; ist dagegen a^ £=36, so tritt 

für a; «B — 5- weder ein Max., noch ein Min. ein. 
o 

26d) Ii ^ 4a;« + &r*— 6ftr» + ll(k* — 8Cte+l; für xmzl wird u 

ein Minimum, für x^ — 4 ein Maximum. 

26e) Ii ■= (x — ay(x — /?)*; tür a:= a, wird u = ein Max. oder 
Min., je nachdem a S ß; für o; » /^ gibt es weder ein Max. 
noch ein Hin.; für x »= ^(ßa + Aß) endlich wird u = 

4*. 5*1 — ö~^i ^"D Min. oder Max., je nachdem «§/? ist. 

27a) 11 sas -r- ; für a? = g, wird u acs « ein Min. 
' Ix 

27b) M ■= ^Tx] für a? «5,831..., wird ti = >/l,763^...« 1,102... einMax. 

28) 14 sa= sin'^a?. sin"(a — x); für a? « ^a-f-^. aresin I — -— sin a\ 

wird ti ein Max. 

29) Ii =«= sina;.cos2x; für a:«=(2A+07r, wird u = — 1 ein Min.*), 

„ a; = (2A — i);r, „ 1« « +• 1 ein Max. , 
für x = 2h7i + aresin Vi ? >» w = i V^ ®*" '^^^^ » 
„ X SS 2h7i — aresin Vi > v <* = — » V^ ein Min. 

30) Ii K sin na;. sin"(a + a;); unter der Voraussetzung, dass a<7r ist, 

wird für a;=: — — r, u = sm— — r(7r— a)lsm — — p-remMax. 

n + 1 w+i \ w +• 1 / 



^) Hier und in dem Folgenden bedeutet h eine beliebige ganze Zahl. 
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31a) u = cosrc.sin^a?; für aj = Ä7r, wird u =0 und zwar ein Min., 

wenn ä grade, und ein Max., wenn h ungrade ist; für 

a; = ±arcsinV|, wird u = |Vi ein Max. 
31b) u « sinx.cos(a—x); für a? =-^a + |(2Ä-f-l)7r, wird u = 

i.[sina + (— ly*] ein Max., wenn h grade; und ein Min., 

wenn h ungrade ist. 
32a) u = 6*.sin(a?— a); für a; = a-f-(A+|);r, wird, je nachdem h 

grade oder ungrade ist, w = {— iy.yj\.e^'^^^'^i^^ ein 

Max. oder Min. 

32b) u = . r r-; für x « a+(Ä-f-4)7r, .wird, je nachdem h 

grade oder ungrade ist, u ss ( — l)'»^2.e"+ ('*+!) ^ ein 
Min. oder Max. 
33a) u Ä cos a? + cos 2a: + cos 3a?. Für xs=0 und allgemein x = 2A7r 
wird Ma= 3 ein Max.; für ojätt und allgemein a?=:(2Ä-hl)7r 

wird ti = — 1 ein Min. ; für x » 2Ä7r + arccos ^^ — 

— 17=f7V7 . / Min., 
w,rd n = 27— ^'"! Max. 

33b) u «s tg'"a7.tg^(a — 0?); für o? =^a+4arctg(^^^ tga|, wird 

ü ein Max. 
34a) Aufg. Es seien gegeben die Gleichungen 

a2+-6^—a?2—y»+.2aa? +.26^—2^ = 0, 
aV— 6V— 2a3a?+263y + (a2— 62)x? = 0; 

es soll das Maximum für z gefunden werden. 
Lös. z wird ein Max. = a^ + 6^ für o? k a, y = ft. 
34b) Aufg. Das Maximum oder Minimum von ^ zu bestimmen, wenn 

a;2-f.y»_6aj — 8y + 25 — 2;8r = 0, 
16a?^— %2— 96a? + 72y — 7;^ «= 0. 
Lös. Für 07 = 3, y = 4 wird ^ » zu einem Minimum. 
35a) A u I g. Für welche Werthe von x und y wird 

u sb: a?2^/|jy^y2 — ^x — ny zu einem Max. oder Min.? 
Lös, Für 05=^ (2m — n), y = |(2n — m) wird u = 
— i(»»*— mn + n^) ein Min. 
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35b) Aufg. Für welche Werlbe von x und y wird 

I« = a^a;^+26xy+c-y^ — ex — gy zu einem Max. oder Min.? 
■ - r-- c-e — bg a^g — be . , 

Los. Furaj=^(i5^^ft^' ^ = 2(^c»-ft*) '"'^' ''•'"" 
aV > 6^ ist, u zu einem Min. 

35c) Aufg. Für welche Werthe von x,y,^ wird 

M = sina^sin^sinjE; ein Maximum, wenn x-\-y-{'e == n? 

TT 

Lös. Es wird cotgo? = cotgy a=cotg;8? odera7 = y ss z sn — , und 

ö 

daher ist das Maximum von u == i\3. 
36a) Aufg. Für weJche Werthe von x und y wird 

MÄ^a?y+(47 — X — y)('tr+'^) ®^" ^^^' ^^^^ Min.? 
Lös. Für a? = 21, y = 20 wird m = 282 ein Max. 

36b) Aufg. Man bestimme den grössten und kleinsten Werth, welchen 
die Function /* = a;* + 4y^ + 3is^ annehmen kann , wenn 
zwischen den Veränderlichen x, y^ z die Gleichungen 
5P = a;2_j^2^^2 — 49 s- und 

tp =^ x-h^y-h^z =0 bestehen. 
Lös. Führt man die unbestimmten Multipiicatoren Z und 2^ ein, 
so hat man das absolute Maximum und Minimum der Function 
^ä/* — Ay — 2fÄiff aufzusuchen. Die Werthe der unbekann- 
ten Grössen x,y,0jk und jti bestimmen sich aus den Glei- 

, oF ^ oF ^ oF ^ /% , r^ 

chungen ^ = ü, ^ = 0, -^ = 0, y = und t/; « 0. 

£s ergibt sich 

a?i «— 0)2 == —2, yi = — ^2 = 6, % = —^2 =—3, 
a?3 = — 0:4 = — 3, ^3= — 2^4=2, ^3==— ^4= 6; 
das Maximum von /*= 49Ai = 175, das Minimum = 49^2= 133. 

36c) Aufg. Man führe die analogen Rechnungen durch für die Function 

f s=z x^ — y^, wenn 
(p = X'-\-y'^-h0^ — 9 = und 

1// = a? + y + ^;8? = 0. 

7* 
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Lös. ^1 = 1,^2= — ^; fii = rfc J, /A2 = ± j^; 

a?i =—072=2, yi = — ^2 = —1, ^1 =—^2 =—2, 
0:3 = — a;4 = l, ^3 = — ^4 = — 2, jsfa = — jsf4= 2; 
Max. von /* = 9A| = 3, Min. von f = 9^2 == — 3. 
36d) Aufg. Man löse dieselbe Aufgabe für 

f SS 2y^-{'js\ wenn 
9) = x^'hy^-\-0^—9 sc und 
xfj SS X -\- y — ^0 =0. 
Lös. Xi = 1,^2 = I; ^4 =±|, /M2 = ±i; 

a?i = —X2 = —1,^1 = — ^2 = 2, ;8?i = — % = 2, 

073 = —074 = —2, ^3 = — ^4 = 1, ;8?3 = —^8^4 = —2; 

Max. von /* = 9Ai = 12 , Min. von /* = 9^2 = 6. 

37) Auig. Eine gerade Linie a in zwei solche Theile zu tbeilen, dass 

das Rechteck aus beiden Theilen ein Max. sei. 
Lös. Die Linie muss halbirt werden. 

38) Aufg. Aus zwei gegebenen Seiten das grösstmögliche Dreieck zu 

bilden. 
Lös. Der eingeschlossene Winkel muss ein Rechter sein. 

39) Aufg. Unter allen Dreiecken, die auf einerlei Grundlinie g stehen 

und gleichen Umfang u haben, das an Flächeninhalt grösste 

zu finden. 

Lös. Sei X die zweite Seite des Dreiecks, so ist bekanntlich der 

Inhalt desselben: 

/ «= |>/m(m— 2^)(u— 2o7)(2ff + 2o7— ti) . 

/ wird ein Maximum, wenn (u — 2o7) (2^ -4- 2o7 — u) ein 
Maximum wird. Hieraus ergibt sich als Resultat, dass der 
Inhalt ein Maximum wird, wenn man über g ein gleich- 
schenkliges Dreieck mit ^ (u — g) beschreibt. 

40) Auig. Unter allen Dreiecken, welche eine Seite s und den Gegen- 

winkel a gleich haben, dasjenige zu finden, welches den 
grössten Inhalt hat. 
Lös. Bezeichnet 07 den zweiteti Winkel, so ist der Inhalt des Dreiecks 



s* 



/ = -— ; sino7. sin (a-\-x) = Max. 
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Hieraus x ^^ {{n — a). Jeder der Seite $ anliegende Win- 
kel ist also = Jl — ^a. 

41) Aufg. Unter allen Dreiecken, welche einen Winkel a und die Summe 

der einschliessenden Seiten »= 2s haben, das grösste zu finden. 
Lös. Jede der beiden einschliessenden Seiten ist »= 5. 

42) Aufg. In den Seiten eines gegebenen gleichseitigen Dreiecks drei 

solche Punkte zu finden, dass die Verbindungslinien der- 
selben wieder ein gleichseitiges Dreieck bilden und zwar das 
kleinstm9glicbe. 
Lös. Das neue Dreieck wird ein Min., wenn die Summe der übri- 
gen drei Dreiecke ein Hax. wird. Diese stehen aber der 
Aniorderung gemäss auf gleichen Grundlinien (den Seiten des 
neuen Dreiecks) und haben denselben Gegenwinkel » JA, 
also ist jedes nach Aufg. 40 ein Max., wenn jeder an der 
Grundlinie liegende Winkel IH — |i{aB|Jt wird, d.h. wenn 
auch sie gleichseitig sind. 

Es entsteht also das kleinstmögliche Dreieck durch die 
Verbindung der Mitten der Seiten. 

43) Aufg. Unter allen Parallelogrammen mit einem gegebenen Winkel, 

die man in ein gegebenes Dreieck so einschreiben kann, 
dass eine Seite des Parallelogramms in eine Seite des Dreie(;ks 
und die beiden andern Ecken des Parallelogramms in die 
beiden andern Seiten des Dreiecks fallen, das grösste zu finden. 
Lös. Wenn a die Grundlinie, h die Höhe des Dreiecks, x die 
Grundlinie des Parallelogramms (ein Theil von a), so ist die 

Höhe des letzteren -^ und sein Inhalt 

a 

ti as _i 1 X wird ein Max. mit (a — x)xs 

wenn xsa\a. 

Das Parallelogramm wird mithin ein Max., wenn seine 
Grundlinie die Hälfte der Grundlinie des Dreiecks und seine 
Höhe gleich der halben Dreieckshöhe ist. 
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44) Au ig. Das grösstmögliche Dreieck mit einem gegebenen Winkel in 

ein gegebenes Dreieck so einzutragen, dass eine Seite des 
ersten parallel mit einer Seite des letzteren gebt. 
Lös. Der Inhalt des verlangten Dreiecks ist offenbar die Hälfte 
des in der vorigen Aufgabe erwähnten Parallelogramms; die 
Bedingungen für die Maxima beider Figuren sind also diesel- 
ben, und man zieht daher in der halben Höhe des Dreiecks 
eine Parallele mit der Grundlinie und beschreibt über dieser 
Parallelen ein Dreieck , welches den gegebenen Winkel ent- 
weder als anliegenden oder gegenüberliegenden enthält, und 
dessen dritte Ecke in der Grundlinie liegt. 

45) Au fg. Indem einen Schenkel eines gegebenen Winkels C sind zwei 

Punkte Ä und B durch ihre Entfernungen a und h von dem 
Scheitel des Winkels gegeben ; man soll in dem andern Schen- 
kel einen solchen Punkt D finden, dass die von ihm nach den 
beiden gegebenen Punkten A und B gezogenen Linien den 
grösstmöglichen Winkel ABB einschliessen. 

Lös. Bezeichnet man CD mit rc, so ist: tanffCPi= -y 

imgCDB = —1^5^ ^ ADB = CDB— CDA « Max., 

" X — ftcosC 

Ann (a — b)xsinC 

" X' — {a-hbjx cos C+ab 

X 

— = — 7 — --TT 77- — r = Max. =c/*(a;), /"(a;)=:0*, virenn 

x^ — {a^b)xcosC-\-ab i\ j^i \ / 

x = ylab, f\x) wird negativ. Der Winkel wird also ein 
Max., wenn die Entfernung des gesuchten Punktes von dem 
Scheitel des gegebenen Winkels die mittlere Proportionale 
zwischen a und b ist. 

'. Leicht kann geometrisch nachgewiesen werden, dass der 
Punkt D der Berührungspunkt eines durch die Punkte A und 
B gehenden und den zweiten Schenkel des gegebenen Win- 
kels berührenden Kreises sein muss. Entsprechend den beiden 
Vorzeichen von \ab gibt es zwei solcher Kreise, deren Be- 
rührungspunkte zu verschiedenen Seiten des Punktes C liegen. 
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46) Auig. Wenn in einer von zwei parallelen Linien zwei Punkte i 

und B in einer Distanz s ä gegeben sind, so soll man in der 
andern Parallelen einen solchen Punkt C finden, dass die 
von ihm nach den beiden ersten Punkten gezogenen Geraden 
den grösstmöglichen Winkel einschliessen. 
Lös. Sei a das Perpendikel vom Scheitelpunkte C des Winkels (y) 
auf die Gerade ÄBy x der Abstand des Fusspunktes dieses 
Perpendikels von dem gegebenen Punkte A, so ist 

Der Winkel y wird ein Max., wenn x^^i^d ist. Man errichtet 
daher in der Mitte von AB ein Perpendikel auf AB\ der 
Durchschnittspunkt mit der andern Parallelen ist der gesuchte* 

47) A u fg. Unter allen Dreiecken , welche einen Winkel »s 2<x und den- 

selben Umfang s» 2s haben, dasjenige zu finden, welches 
den grössten Inhalt hat. 
Lös. Bezeichnen A,B,C die Winkel, d, 6, c die gegenüberliegenden 
Seiten eines Dreiecks ABCy so wird dessen Inhalt n aus- 
gedrückt durch die Formel 

*. A , B C 

•««:<* tang g- tang y tang y • 

Bezeichnet man mit 2x den zweiten Winkel des Dreiecks, so 
ist u 3= t^tang a tang x cotg (a + x). 

Dies wird ein Max., wenn 

sin2(a+a;) — sin2a; ^ , 

"o — \ — 'if — \ — \ =0 und 

2cus^iPsin%a + a;) 

cos2(a-ha?) — cos2a; negativ wird. 
Hieraus erhalt man 2x^^R — a; also wird auch der dritte 
Winkel »= A — a und jede der den Winkel 2a eiriscnliess^nden 

Seiten == t-t-- — » die gegenüberliegende Seile = ^—' . 

1-hsina ** ° ^ 1+sma 

48) A u fg. Unter allen Dreiecken, welche einen Winkel = 2a und den- 

selben Flächeninhalt 3B u^ haben, dasjenige zu finden, wel- 
ches den kleinsten Umfang hat. 
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Lös. Wenn die Bezeichnungen dieselben bleiben, wie in der vori- 
gen Aufgabe, so haben wir 



tg a . tga; . cotg (a+a?) 
Die Grösse s wird ein Min., wenn a; = ^(R — a) wird. Jede 

der den Winkel 2a einschliessenden Seiten ist s tev2cosec2cr 

und die gegenüberliegende Seite = 2uVtga* 

49) Au Ig. Unter allen Dreiecken, welche ein Höhenperpendikel = h 

und denselben Umlang a= 2$ haben, dasjehige zu finden, 
welches den grössten Flächeninhalt hat. 
Lös. Bezeichnen wir mit y die zu h gehörige und mit x eine 
anliegende Seite, mit u den Flächeninhalt, so ist 

«^ = ^ = s (s — y) (s—x) (y-hx—s) ... (1) 

Aus der ersten Gleichung iolgt, dass u offenbar ein Max., 

wenn y ein Max., aus der zweiten, wenn 

(s — y) (« — x){y -hx — «) sBs y (a?, y) gesetzt wird , 

iy_^_l^ .öy\ ( < — y)(2s — 2a?— y) 

dx \dx ' dyj {s — x) (2y — 25 + a;) 

= 0, wenn y = 2(« — x) (2) 

Diesen Werth für y in (1) gesetzt, erhalten wir 
(« — a;)^A« — « (s — a;)*(2a? — <) o« 0, 

(s — xy (A*— 2a?« + «*) = 0. 

A*+«* 
Eine Wurzel dieser Gleichung ist a:s=— ^ — ; hieraus folgt 

y == • Aus (2) folgt aber, dass das Dreieck gleich- 

schenklig ist. 

50) Au fg. Unter allen Dreiecken, welche ein Höhenperpendikel ms A 

und denselben Flächeninhalt as / haben, dasjenige zu finden, 

welches den kleinsten Umfang hat. 

2/ 

Lös. Mit / und A ist auch die zu A gehörige Grundlinie -7- = a 

h 

gegeben; bezeichnet nun y den halben Umfang und x eine 
zweite Seite des Dreiecks, so ist 
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Führen wir (2) in (1) ein und quadriren, so erbalten wir 

(4a;» — g») g» «W 

16" ■= ' " 4 ' 

Aus (2) folgt, dass y msx-i-^a^ das Dreieck also gleich- 
schenkelig ist über a. 

Der Umfang wird also ein Minimum , wenn man über 

-7-mit-T- • V'^+A* ein gleicbschenkeliges Dreieck beschreibt. 

51) Aufg. In einen gegebenen Kreis einen gegebenen Winkel so als 

Peripheriewinkel einzutragen, dass der ?on seinen Schen- 
keln und dem zwischenliegenden Bogen begrenzte Flächen- 
raum ein Max. wird. 
Lös. Mit gegebenem Kreise und gegebenem Peripheriewinkel sind 
Sehne und Bogen zu diesem Winkel constant. Der Werth 
des fraglichen Inhalts richtet sich daher nur nach dem Inhalt 
desjenigen Dreiecks, welches über der constanten Sehne be- 
schrieben wird. Dasselbe wird aber nach Aufg. 40 ein Max., 
wenn es gleichschenkelig ist. 

Der Winkel muss also so eingetragen werden, dass der 
nach seinem Scheitel gezogene Radius ihn halbirt. 

52) Aufg. In einen gegebenen Kreis einen gegebenen Winkel so als 

Peripheriewinkel einzutragen, dass der Umfang der von sei- 
nen Schenkeln und dem zwischenliegenden Bogen begrenzten 
Fläche ein Max. werde. 

Lös. Der Winkel muss so eingetragen werden, dass der nach sei- 
nem Scheitel gezogene Radius ihn halbirt. 

53) Aufg. Unter allen Kreisausschnitten ?on gleichem Umfang = 2s 

die bestimmenden Stücke desjenigen zu finden, welcher den 
grössten Flächeninhalt hat. 



112. 

s 
Lös. Der Radius des gesuchten Kreises ist s= -^ , der zugehörige 

Bogen == s und der Winkel aai Mittelpunkte in Graden aus- 
gedrückt = ^j^ = 114« 35' 29",61 . . . 

54) Au fg. Unter allen Kreisausschnitten von gleichem Flächeninhalt = 

u^ denjenigen zu finden, der den kleinsten Uinfang hat. 
Lös. Der Radius des gesuchten Kreises ist s=yi, d.h. gleich der 
Seite eines Quadrats, welches den gegebenen Flächeninhalt 
angibt, und der Winkel am Mittelpunkte, in Graden aus- 

gedrückt = g-j^^ — = 114« 35' 29",61 ... 

55) A.ufg. Unter allen Kreisabschnitten von gleichem Umfang 2s den- 

jenigen zu finden, welcher den grössten Flächeninhalt hat. 
Lös. Es ist ein ganzer Kreis mit dem Radius 

56) Aufg. Unter allen Kreisabschnitten von gleichem Flächeninhalt = u^ 

denjenigen zu finden, welcher den kleinsten Umfang hat. 
Lös. Es ist ein ganzer Kreis mit dem Radius 

57) Aufg. Unter allen Dreiecken, die einen gegebenen Winkel enthalten 

und einem gegebenen Kreise mit dem Radius r umschrieben 
werden können, dasjenige zu finden, welches den grössten 
oder kleinsten Flächeninhalt hat. 
Lös. Denkt man sich den gegebenen Winkel 2a durch zwei Tan- 
genten an den gegebenen Kreis gebildet und nennt die W^in- 
kel, welche die dritte Tangente mit diesen zwei Tangenten 
einschliesst, resp. 2a; und 2y, so besteht zwischen x und y 
die Gleichung tr-hy-ha — 90® ■= 0, und es wird die Fläche 
/ des Dreiecks , / « r* (cotg a -h cotga? + cotgy) , ein Maxi- 
mum , resp. Minimum für x ^ss y. Zieht man daher eine 
gerade Linie von dem Scheitel des Winkels durch den Mittel- 
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punkt des Kreises, so siod die Durch^chnittspunkte dieser 
1 CentralKnie mil der Peripherie die Berührungspunkte der 

^ dritten Seiten der beiden sich ergebenden Dreiecke. In dem 

\ einen Falle (Min.) wird der Kreis alle drei Seiten des Dreiecks 

[ auf der innern Seite berühren und liegt also ganz innerhalb 

I des Dreiecks; in dem andern Falle aber (Max.) berührt er 

\ eine Seite von aussen und die beiden andern in ihren Ver- 

j längerungen. 

58) Aufg. Unter denselben Bedingungen, wie in der vorigen Aufgabe, 
soll das Dreieck mit dem grössten oder kleinsten Umfang 

i gefunden werden. 

l Lös. Es sind dieselben beiden Dreiecke wie vorhin. 

1 
I 

59) Aufg. Unter allen Vierecken mit einem gegebenen Winkel 2cr, die 

einem gegebenen Kreise mit dem Radius r umschrieben sind 
: und zugleich der Bedingung genügen, dass um dieselben ein 

Kreis beschrieben werden kann, das grösste und kleinste zu 
finden. 
Lös. Alle Vierecke, welche einem gegebenen Kreise umschrieben 
sind und um welche sich zugleich ein Kreis beschreiben lässt, 
sind theils solche, deren Fläche ganz ausserhalb der Fläche 
des gegebenen Kreises liegt, theils solche, welche den gege- 
benen Kreis ganz umschliessen. Unter den ersteren gibt es 
ein grösstes, unter den letzteren ein kleinstes. Denkt man 
sich den gegebenen Winkel 2a durch zwei Tangenten an den 
gegebenen Kreis gebildet, so erhält man das grösste Viereck, 
wenn man auf diesen Tangenten selbst von den Berührungs- 
punkten an gerechnet rückwärts den Radius autträgt und von 
diesen so erhaltenen Punkten zwei neue Tangenten an den 
Kreis zieht; und das zweite, das kleinste Viereck erhält man, 
wenn man auf denselben ersten Tangenten auf ihren Verlän- 
gerungen von den Berührungspunkten an den Radius auf- 
trägt und von diesen so erhaltenen Punkten Tangenten an 
den Kreis zieht. Bei dem letzten Viereck berührt der Kreis 

Soliiick«'a Aufgabensammlang. 8 
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alle vier Seilen von innen, liegt also ganz innerhalb des Vier- 
ecks; bei dem ersten dagegen berührt er zwei Seiten von 
aussen und alle in ihren Verlängerungen. Bei dem grössten 
Viereck sind je zwei Seiten respective r(cotga — I) und 
r(tga — 1), bei dem kleinsten dagegen r(cotga + l) und 
r(tga+l). 

Für die Rechnung wird am besten die Hälfte eines der 
beiden nicht bekannten Winkel als unabhängige Variable ein- 
geführt. 

60) Aufg. Unter allen Vierecken, welche zwei gegebene Winkel enthalten 
und einem gegebenen Kreise mit dem Radius r so umschrie- 
ben sind, dass dieser ganz innerhalb liegt, das kleinste zu 
finden. 

Lös. Erster Fall. Wenn die beiden gegebenen Winkel 2a und 
2ß an einer Seite liegen, dann ergibt sich zunächst die 
Gleichheit der beiden andern Winkel, und man erhält für die 
einzelnen Seiten folgende Ausdrücke: 

die Seite, welche zwischen 2a und 2ß liegt = — . — . J ^ 

^ ^ sma.sm/? 

die Seite, welche zunächst an 2ß liegt = , , '^\ ,. , ^ , 

° cos^(a+/?)sm/? 

9« « rcos^(a— /?) 

" " '' " " " cosi(a+/^)sina' 

„ „ „ der ersten gegenüber „ = 2r tang H" + ß\ 

Zweiter Fall. Wenn die beiden gegebenen Winkel 2a und 
2y sich diagonal gegenüber liegen, so sind die beiden andern 
Winkel zunächst wieder einander gleich, und es werden die 
beiden Seiten, welche den Winkel 2a einschliessen, 

sinacos^cf+>'j smycos^(a + y) 

In beiden Fällen empfiehlt es sich, die Hälfte eines der 

beiden nicht gegebenen Winkel als unabhängige Variable zu 

wählen. 
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61) Au fg. In einer Seite BC eines gegebenen Dreiecks ABC ist ein 

Punkt D gegeben ; man soll von diesem nach zwei zu fln- 
denden Punkten E und F in den beiden andern Seiten AB 
und AC zwei Linien DE und DF, die einen gegebenen Win- 
kel X einschliessen , so ziehen, dass das hierdurch entstan- 
dene Dreieck seinem Inhalte nach ein Minimum wird. 
Lös. Bezeichnet man die beiden Stficke BD und DC der Seite BC 
mit m und n, die Winkel BDE und FDC mit x und y, so 

ist der Inhalt des Dreiecks DBF durch 

imn sin sin C sin A . . ..... 

. .op bv^~~/ — n 7^ gegeben, der em Minimum 

sin(2A — X — B)sm{x-\-l — C) ^■ 

wird, wenn der Nenner ein Maximum ist. tlierdurch erhält 
man 2Ä — 2x — B — A-|-(7«0, woraus y — x = Ä — C 
lolgt. Die Construction ist hiernach folgende: Man ßlle von 
D auf die Seiten AB und ^4 (7 Perpendikel DMj DN, halbire 
den Winkel MDN und trage zu beiden Seiten der Halbiriings- 
linie DO gleiche Winkel ODE und ODF^^l ab, wodurch 
man das verlangte Dreieck DBF erhalten wird. 

62) A u fg. In einer Ebene sind zwei parallele Linien gegeben , die von 

einer dritten unter rechten Winkeln geschnitten werden; 
ebenso ist ein Punkt in derselben Ebene gegeben. Es soll 
durch diesen eine solche die beiden Parallelen schneidende 
Gerade gezogen werden, dass das Product der Stücke, welche 
auf den Parallelen zwischen dieser neuen und der gegebenen 
schneidenden Linie liegen, ein Maximum sei. 
Lös. Die Abstände des gegebenen Punktes von den beiden Paral- 
lelen seien m und n, (m>it); der Abstand von der gege- 
benen schneidenden Linie sei h. Je nachdem der gegebene 
Punkt entweder innerhalb oder ausserhalb der Parallelen liegt, 

h iflt •4" H ) A ( l?l -t tC\ 

sind die verlangten Stücke -^ und -^ • Im 

ersteren Falle werden die Stücke auf derselben Seite, im zwei- 
ten auf verschiedenen Seiten der gegebenen Schneidenden 
liegen, und es wird in beiden Fällen von derjenigen Paral- 
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lelen das grössere Stück abgeschnitten, von welcher der ge- 
gebene Punkt am weitesten entfernt ist. 

63) Aufg. Wenn Alles wie in der vorigen Aufgabe bleibt, so soll die 

gesuchte Linie so gezogen werden, dass die Summe der Qua- 
drate der abgeschnittenen Stücke ein Minimum werde. 

r - n- u u •** o.- 1 • j hm(m±n) , An(mdbn) 
Los. Die abgeschnittenen Stucke sind: — ^ s-^ und — ^- — «-• 

Die Lage der Stücke ist in Bezug auf die gegebene Schnei- 
dende dieselbe wie bei der vorigen Aufgabe; jedoch unter- 
scheiden sich in beiden Fällen die gegenwärtigen Resultate 
von denen in der vorigen Aufgabe dadurch, dass hier auf 
derjenigen Parallelen das grössere Stück abgeschnitten 
wird, welcher der gegebene Punkt zunächst liegt. 

64) Aufg. Unter den Vierecken, welche einen gegebenen Winkel 2a 

und einen gegebenen Umfang 2s haben und zugleich der Be- 
dingung genügen, dass sowohl in als um dieselben ein Kreis 
beschrieben werden könne, das grösste zu finden. 
Lös. Bezeichnet man die Winkel des gesuchten Vierecks mit 2a, 
2ß, 2y, 2d, den Radius des eingeschriebenen Kreises mit r, 
so hat man in Folge der Bedingungen der Aufgabe 

y = 900-«, <J = 900-iJ, r = 4-.4^5L£!]lM^. 
' ' '^' 2 sin2a-hsin2/J 

Die Fläche des Vierecks / = rs wird also ein Maximum für 
denjenigen Werth der unabhängigen Veränderlichen ßy für 

welchen die Function — t-t^ . c>.» einen grössten Werth 

sin2a-hsin2/^ 

annimmt. 

Jede der beiden Seiten, die den Winkel 2a einschliessen, ist 

s s 

= -q , und jede der beiden andern Seiten = ^-^ — : — • 

1 + tga ' l+cotga 

Zieht man die Diagonale durch die Spitze des Winkels 2ay 
so entsteht auf jeder Seite dieser Diagonale ein rechtwinke- 
liges Dreieck. 

65) Aufg. Unter allen Vierecken, welche zwei gegebene Diagonalen p 

und q haben und einem gegebenen Kreise mit dem Radius r 
eingeschrieben werden können, das grösste zu finden. 
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Lös. Zuerst ergibt sich leicht, dass die beiden Diagonalen auf 
einander senkrecht stehen müssen. Nennt man ferner 2a 
einen Yiereckswinkel, welcher der Diagonale p gegenübersteht 
und 2ß den Winkel, der q gegenübersteht, so dass sin 2a = 

^ und sin2/?ass ^, dann ergeben sich folgende Ausdrücke 

für die Seiten des Vierecks: 

die zwischen 2a und 2ß liegende ss 2r.cos(a + /? — |Jl), 

„ zunächst an 2ß „ K2r.sin(a — ß+\Rh 

„ „ „ 2a „ = 2r.sin(/?— a-h^Ä), 

„ der ersten gegenüberliegende = 2r.sin (a -hß — ^A)- 

Anm. Noch symmetrischer werden diese Ausdrücke, wenn man 

die Winkel des Vierecks der Reihe nach 2a, 2ß^ 2y, 2d 

nennt, wo also 2r^2R—2a und 2d^2R—2ß ist. Man 

erhält dann die Seite, 

welche zwischen 2a und 2ß liegt = 2r.cos(a+/? — ^R), 

2ß „ 2y „ = 2r.co8(/J?+y— i«), 
2y „ 2d „ = 2r.cos(y+<J— iÄ). 
2d^ „ 2a „ = 2r.cos(<J + a— p). 

66) Au fg. Unter allen Vierecken, welche dieselben Winkel 2a, 2ßj 2/, 
2d und denselben Umfang 2$ haben, das grösste oder kleinste 
zu finden. 

Lös. Bezeichnet man die Eckpunkte des gesuchten Vierecks mit 
Ay B, C, D und zwar so, dass AB und BC den Winkel 2ßy 
BC und CD den Winkel 2/ u. s. w. einschliessen und setzt 
AB^ Xy BC^y, CD WS z^ DA »= t, so hat man die Function 
xysmB '\' ztÄvkD zu einem Maximum oder Minimum zu 
machen , während zwischen den Veränderlichen x^ y, n, t die 
Bedingungsgleichungen 

X — ycosÄ+;efcos(i4 + D) — tcosi = 0, 
ysinB + ;efsin(i4-hI>) — (sin^l == 0, 
x + y-\'Z-\-twz28 
bestehen. Wird noch die Grösse x — y-\'Z — <=s2ti gesetzt 
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und u als unabhängige Veränderliche betrachtet, so findet 
man nach einiger Rechnung u &= als Bedingung für das 
Auftreten eines Maximums oder Minimums. Das verlangte 
Viereck muss daher einem Kreise umschrieben werden können. 

Anmerkung 1. Einen einfachen geometrischen Beweis dieses 
Satzes hat Steiner gegeben im Art. 43 der Abhandlung: 
Sur le maximum et le minimum des figures dans le plan etc. 
Crelle^s Journal, Bd. XXIV. 

Wenn alle Ecken des Vierecks ausspringende sind, wenn also 
jeder Winkel kleiner als 2R ist, so geben die folgenden Aus- 
drucke der Seiten ein Max., springt aber eine der Ecken ein 
(mehr als eine Ecke kann aber bekanntlich nicht einspringen), 
so geben dieselben Werthe ein Minimum. Es werden nun 
die Seiten, welche zwischen 

o o^i- Ä.siny.sin 
2a u. 2ß hegen = . — ^—- 



2ßu.2r „ 
2y u. 26 „ 



Vsin (a+y) . sin (a-hrf) . sin (/J-H') . sin (ß-\-d) 
5. sin J. sing 

Vsin [ß-hö) . sin iß-^a) , sin (y+<J) . sin (y-i-cc) * 

8 . sin g . sin ß 

Vsin (y+g|.sin(y+/?) . sin {d-Hx) . sin {d-{-ft) ' 



„^ o s.sin/?.siny 

2o u. 2a „ Ä , ^ -L 



Vsin (<J+/?) . sin (d-hy) . sin {a-i-ß) . sin (g-f-y) 

A n m. 2. Diese Ausdrücke können einfacher und zwar mit ratio- 
nalen Nennern dargestellt werden, verlieren aber dann die 
Symmetrie, welche jetzt, wenn man auf die jeder Seite an- 
liegenden und gegenüberliegenden Winkel achtet, leicht zu 
erkennen ist. 

67a) Aufg. Unter allen Paralleltrapezen, in welchen eine der parallelen 
Seiten gegeben ist und welche einem gegebenen Kreise mit 
dem Radius r eingeschrieben werden können , die grössten 
zu finden. 

Lös. Denkt man sich die gegebene Seite a als Sehne in den gege- 
benen Kreis eingetragen, so gibt es, wenn man nur positive 
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FUchen zuMsst, in jedem der «nUiehenden Kreisabschnitte 
ein grösstes Paraileltrapez, welches erbalten wird, wenn man 
den zugehörigen Bogen in drei gleiche Theile theilt und die 
Tbeilpunkte durch Gerade ?eril)indet Nennt man den der 
Sehne a entsprechenden Centriwinkel 2a, istalso aaB2rsina, 
so wird jede der drei andern Seiten im grösseren Kreisab- 
schnitt Ä 2rsin|(n: — a) und im ideineren «= 2rs\i^a. 
Die Höhe des ersten Trapezes ist « 2r cos {i^-hict)cos{^n — |a) 
und die des zweiten « 2r. sin ^a sin }a. 

Für die Rechnung ist es zweckmässig, den Cenlriwinkel 
ac 2x , welcher zu der Sehne gehört , die der gegebenen 
Sehne a parallel ist, als unabhängige Variable einzuführen. 

67b) Aufg. In ein gegebenes Kreissegment das grösste Rechteck ein- 
zuschreiben. 
Lös. Der Halbmesser des Kreises sei ae r, die Entfernung der 
Seime des Segmentes vom Mittelpufakte des Kreises sei » n. 
Die Grundlinie des gesuchten Rechtecks ist 

>^_|n*+ii V2r* + In» . Für h = 0, ist a; = r V». 

67c) Aufg. Aus 4 Seiten a, 6, c, d ein Viereck ?on grösstmöglichem 

Inhalt zu construiren. 

« 

Lös. Nennt man den Winkel, der von den Seiten a und d gebil- 
det wird, X und den gegenüberliegenden y, so besteht die 
Bedingung a* + d* — 2adcosx « d*-|-c» — 2becosy^ und 
der Inhalt des Vierecks wird ein Maximum, wenn x-ty » 2Jt, 
d.h. wenn das Viereck ein Kreisviereck ist*) 
68) Aufg. Ueber dem Durchmesser eines gegebetien Halbkreises sollen 
zwei sich berührende Halbkreise und über diesen ein ganzer 
Kreis beschrieben werden, welcher die drei Halbkreise be- 



*) Ueber die Construclion eines solchen Vierecks vergleiche man BeU 
und Eschweiter, Lehrbuch der Geometrie 1. Theil Kap. XI. 25. Ueber Maxioia 
und Mißima in der Planimetrie vergleiche man 1. Theil Kap. XII. und über 
die der Stereometrie 2. Theil. Anhang IX. desselben Lehrbuchs. 
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rührt. Es sollen die Radien der drei neuen Kreise der Be- 
dingung gemäss bestimmt werden, dass der Flächenraum, 
welcher übrig bleibt, wenn man die Flächen der gesuchten 
Halbkreise und des ganzen Kreises von der Fläche des gege- 
benen Halbkreises abzieht, ein Maximum oder ein Minimum 
werde. 
• Lös. Nennt man den Mittelpunkt des gegebenen Halbkreises 0, die 
Blittelpunkte der beiden gesuchten Halbkreise und des gesuch- 
ten Vollkreises beziehungsweise i, Bj C und bezeichnet man 
die zugehörigen Radien mit r, ri, r2, r^y so bestehen bei 
Einführung der Differenz r — 2ri=^x als unabhängige Variable 

die Beziehungen 

r — X r-\'X r* — x^ 

von denen die letzte dadurch erhalten wird, dass man den 
Cosinus des Winkels ABC aus den beiden Dreiecken OBC und 
ABC als Function der Seiten berechnet und die gefundenen 
Werthe mit einander vergleicht. 

Die in Rede stehende Fläche F erreicht ihren kleinsten 
oder grössten Werth für diejenigen Werthe der unabhängigen 

/p2 /|.2 iC*Y* 

Veränderlichen x<, für welche der Ausdruck -77- -h2r^ 1 jt-ä n I 

ein Maximum oder Minimum wird. Entsprechend den 
reellen Wurzeln a; = und a; = ± 0,2892542. ..r der 
Gleichung a? (a;* -h 9r*a;* + 59r*a?* — 5r*) = wird dem- 
nach die Fläche F ein Minimum für Vf^ Vi^ ir, r^ « ^r, 

ein Maximum für Jl* j « 0,3553729 .. r, J^J j = 0,6446271..r, 

rj = 0,2971565 . . r. Die übrigen vier Wurzeln der ange- 
gebenen Gleichung sind imaginär. 

(Vergl. C. W. Baur, Schlömilchs Zeitschr. für Math. u. 
Phys. 1860, S.369.) 
69) Au fg. Es soll das grösste rechtwinklige Parallelepipedum gefunden 
werden, welches einer Kugel von gegebenem Radius r ein- 
geschrieben werden kann, 



r 
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a) wenn die Grundfläche ein Quadrat sein soll, 

b) wenn die Grundfläche ein Rechteck mit einer gi'gebenen 
Seite SS a sein soll. 

Lös. a) Die Entfernung des die Grundfläche bildenden Schnitts 

vom Mittelpunkt der Kugel ist « r^j" 

b) Die Entfernung des die Grundfläche bildenden Schnitts 

vom Mittelpunkt der Kugel ist = ^^r* — ^a^. 

70) Aufg. Unter den Parallelepipeden, welche denselben cubischen In- 

halt, eine gleiche Kante und eine gleiche Ecke haben, das- 
jenige zu finden, welches die kleinste Oberfläche hat. 
Lös. Wenn der cubische Inhalts/ ist, die gegebene Kante s= r, 
die drei ebenen Winkel, welche die gegebene Ecke bilden, 
a, ß^ y, so dass a und ß die Kante r zum gemeinschaft- 
lichen Schenkel haben, so wird bekanntlich das Perpendikel, 
welches vom Endpunkt der Kante r auf die gegenüberliegende 
Ebene gefallt wird 

= - — Vsin ^{a-hß-^r) ' s»n K" «+/^-h') • sin U«— Z^+r) • sin ^ {a-^-ß—y)' 

SID y 

% Wenn man die hier vorkommende Wurzelgrösse durch Ä be- 

zeichnet, so werden die Werthe der beiden andern Kanten 
des Parallelepipeds , welches der in der Aufgabe gestellten 

^ ,. / J.sina . / J ,sinß 

Bedingung genügt: y/ jr^i^J """^ V iTfiT^iE^ ' *"'"" 

die erste den Winkeln ß und y, die zweite den Winkeln a 
und y zum gemeinschafthchen Schenkel dient. — Es ergibt 
sich hierbei, dass die beiden an der Kante r liegenden Seiten- 
flächen an Flächeninhalt gleich sind. 

71) Aufg. Unter allen geraden dreiseitigen Prismen, deren Höhe = A, 

Grundfläche «= g und eine Seitenfläche = « ist, dasjenige 
zu finden, welches die kleinste Oberfläche hat. 
Lös. Diejenige Seite der Grundfläche, auf welcher die gegebene 

Seitenfläche steht, ist off'enbar = y * Nennt man die beiden 

dieser Seite anliegenden Winkel der Grundfläche x und y, 

8* 



122 



s^ sina;sin^ 



so besteht die Bedingungsgleichung ^f = — • o - t J- \ ' 

sin oc '4' sin t/ 

und es ist die Function -.—7 ^ zu einem Minimum zu 

sm {x 4- y) 

machen. Das Minimum tritt ein für x ssz y^ d. h. die beiden 
nicht gegebenen Seitenflächen des gesuchten Prisma sufid 
congruent. 
72a) Aufg. Unter allen geraden Cylindern von gleichem kubischen In- 
halt J denjenigen zu finden, der die kleinste Oberfläche hat. 

Lös. Der Radius der Grundfläche des gesuchten Cylinders wird 

tsz^ — und seine Höhe = 2 W ^— , d. h. die Höhe ist 

dem Durchmesser der Grundfläche gleich. Der CyliUder kann 
also einem Würfel eingeschrieben werden. 

72b) Aufg. Unter allen geraden Cylmdern von gleichem kubischen 
Inhalte J denjenigen zu finden^ dessen Mantel nebst einer 
der Grundflächen ein Minimum wird. 



Lös. Der Halbmesser der Grundfläche = \/ — , die Höhe des 



Cylinders wird ebenso gross. 

73) Aufg. Unter allen geraden Cylindern von gleicher Oberfläche F den- 

jenigen zu finden, der den grössten kubischen Inhalt hat. 

/T 
Lös. Der Durchmesser der Grundfläche wird := 2'%/ ^, und die 

Höhe des Cylinders wird ebenso gross. 

74) Aufg. Unter allen geraden Kegeln von gleichem kubischen Inhalt / 

denjenigen zu finden, welcher den kleinsten Mantel hat. 
Lös. Der Radius der Grundfläche des gesuchten Kegels wird 

= a/ ,- , die Höhe = -i/ — , die Seitenlinie* == >/3 1/ — 7=- 9 

so dass sich das Quadrat des Radius der Grundfläche, zum 
Quadrat der Höhe, zum Quadrat der Seite = 1:2:3 verhält. 

75) Aufg. Unter allen geraden Kegeln von gleichem kubischen Inhalt / 

denjenigen zu finden, der die kleinste Oberfläche hat. 
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Lös. Der Radius der Grundfläche, Höhe und Seitenlinie sind 

-1/ -- — ^, Z \l — , 5-1/ T^, SO dass also die Seiten- 

V 2nyl2 V ^ V 2nyl2 

linie des Kegels das Dreifache vom Radius der Grundfläche ist. 

76) Aufg. Unter allen geraden Kegeln von gleichem Mantel M den- 

jenigen zu finden, der den grössten kubischen Inhalt hat 

Lös. Der Radius der Grundfläche, die Höhe und die Seite sinds 

vi V 1' ' Vä V t^' VH / ^« ' "•"' "' ''"■'"'^*" ''"'' 

ihre Quadrate zu einander wie 1:2:3. 

77) Aufg. Unter allen geraden Kegeln von gleicher Oberfläche F den- 

jenigen zu finden, der den grössten kubischen Inhalt hat. 

Lös. Der Radius der Grundfläche, die Höhe und Seite sind » 

iy -~, >/2 Y -^ , fx/-^- We Seite ist das Drei- 
fache von dem Radius der Grundfläche. 

78) Aufg. Unter allen Kugelabschnitten von. dem kubischen Inhalt / die 

bestimmenden Stücke desjenigen zu finden, für welchen die 
gesammte Oberfläche (Calotte nebst begrenzender Kreisfläche) 
ein Maximum wird. 

Lös. Der Radius r der zugehörigen Kugel wird a= | -«/ — und 

die Höhe des Abschnitts ae 2r, d.h. der Abschnitt ist die 
Kugel selbst mit dem Radius r. 

79) Aufg. Unter allen Kugelabschnitten mit der gegebenen gesammten 

Oberfläche = f , die bestimmenden Stücke desjenigen zu fin- 
den, welcher den grössten kubischen Inhalt hat 

Lös. Der verlangte Kugelabschnitt wird eine vollständige Kugel 



80) Aufg. Unter allen Kugelausschnitten von dem kubischen Inhalt / 

denjenigen zu bestimmen, dessen Oberfläche ein Maximum 
oder Minimum wird. 



124 



15/ 



Lös. Wenn der Radius r der Kugel = 1/ ^^ und die Höhe h 

des zugehörigen Kugelabschnittes = ^r, so Gndet ein Minimum 

V37 
^ , so erhält man die Halb- 
kugel als Maximum. 

81) Au fg. Unter allen Kugelabschnitten mit der gesammten Oberfläche 

K F denjenigen zu finden, dessen kubischer Inhalt ein Ma- 
ximum oder Minimum ist. 

Lös. Wenn r und h die nämliche Bedeutung haben, wie in der 
vorigen Aufgabe, so ergibt die Rechnung ein Maximum tür 

r = V — > A = T^» eJ'* Minimum lur r = A = W ^ • 

Man erhält demnach, abgesehen von der absoluten Grösse, 
die nämlichen Kugelausschnitte, wie in der vorigen Aufgabe; 
nur tritt hier ein Maximum ein, wo dort ein Minimum war 
und umgekehrt. 

82) Au fg. In einen gegebenen geraden Kegel den seinem kubischen 

Inhalte nach grössten Cylinder einzuschreiben. 

Lös. Wenn der Radius der Grundfläche des Kegels 3=r, die Höhe 
des Kegels k h ist, so wird der Radius der Grundfläche des 
gesuchten Cylinders = fr, und seine Höhe 3= |A. 

83) Auig. In einen gegebenen geraden Kegel denjenigen Cylinder einzu- 

schreiben, welcher die grösste krumme Oberfläche hat. 

Lös. Bei derselben Bezeichnung wie in der vorigen Aufgabe wird 
der Radius der Grundfläche des Cylinders s ^r und seine 
Höhe SS ^h, 

84) Aufg. In einen gegebenen geraden Kegel denjenigen Cylinder ein- 

« zuschreiben, dessen gesammte Begrenzungsflächen ein Maximum 
bilden. 

Lös. Unter der Voraussetzung, dass A>r, werden Radius der 

Grundfläche und Höhe des (Minder« ,,1^- , und ^^, • 

2 {h—r) 2 {h—r) 
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85) AuTg. In eine gegebene Kugel, mit dem Radius r, den seinem 

kubischen fnhalt nach grössten Cylinder einzuschreiben. 
Lös. Der Radius der Grundfläche = r^t» <Jie Höhe *= 2rV|. 

86) Aufg. In eine gegebene Kugel einen Cylinder einzuschreiben, dessen 

krumme Oberfläche ein Maximum ist. 
Lös. Der Radius der Grundfläche = rV?« die Höhessr^^. 

87) Aufg. In eine gegebene Kugel einen Cylinder einzuschreiben, dessen 

gesammte Begrenzungsfläche ein Maximum wird. 
Lös. Der Radius der beiden Endflächen des Cylinders ist 

= rVi+W| und seine Höhe «= 2rVi — i^- 
Zus. Legt man durch die Axe des Cylinders eine Ebene, so erhält 
man als Durchschnitt derselben mit der Cylinderfläche und 
der Kugel ein dem grössten Kreise der Kugel eingeschriebe- 
nes Rechteck von dem Inhalte 4r Vi * Dieses Rechteck lässt 
sich leicht in den Kreis einschreiben. Theilt man nämlich 
dasselbe durch eine Diagonale in zwei Dreiecke, so ist die 
Höhe jedes dieser Dreiecke, welche zur Grundlinie 2r haben, 
SS ^2r,lr, welcher Ausdruck leicht zu construiren ist. 

88) Aufg. In eine gegebene Kugel den seinem kubischen Inhalte nach 

grössten Kegel einzuschreiben. 
Lös. Der Radius der Grundfläche des gesuchten Kegels wird 
= fr ^2 und seine flöhe = \r, 

89) Aufg. In eine gegebene Kugel denjenigen Kegel einzuschreiben, 

welcher die grösste krumme Oberfläche hat. 
Lös. Derselbe Kegel, wie in der vorigen Aufgabe. 

90) Aufg. In eine gegebene Kugel denjenigen Kegel einzuschreiben, des- 

sen gesammte Begrenzung ein Maximum ist. 
Lös. Die Höhe des Kegels wird = xSr(23 — >/l7) = r. 1,179806.., 

der Radius d. Grundfläche «= fVVl90-f 14^17»= r. 0,983702... 
Für die Rechnung eignet sich die Höhe des Kegels als 
unabhängige Variable. 

91) Aufg. Unter allen sphärischen Dreiecken mit einem gegebenen 

Winkel a (welcher < 7t sein soll) und ehiem gegebenen 
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Flächeninhalt a dasjenige zu finden, welches den kleinsten 
Umfang hat. 
Lös. Die beiden andern Winkel werden unter einander gleich und 
zwar jeder a= ^(a+^r — a). Die dem Winkel cc gegenüber- 
liegende Seite erhält dann tür ihren cosinus den Ausdruck 

cosa-i- [cos4(a4-7r — «)]* ,, , . ^i . 

r . t/ — 7^ \=ii''^'^i welcher als cosmus<l sein 

[sin|(a4-7r. — a)J* 

muss, woraus sich die Bedingung ergibt a^2a. Der cosinus 
jeder der beiden andern Seiten = cotg^a.cotg4(a+7r — a). 

92) Aufg. Unter allen sphärischen Dreiecken von einem gegebenen 

Flächeninhalt s a dasjenige zu finden, dessen Umtang ein 
Minimum ist. 
Lös. Wie gross man sich auch den einen Winkel des gesuchten 
Dreiecks denken mag, immer müssen die beiden andern 
Winkel unter einander gleich sein. Hier ergibt sich, dass 
alle drei Winkel unter einander gleich sein müssen und zwar 
jeder s |(a -h n) und ebenso auch alle Seiten einander 
gleich, und zwar wird die Secante der Hälfte jeder Seite = 
2sin^(a + 7r), 

93) A u fg. Auf einer Kugel sind zwei Parallelkreise gegeben, sowie auch 

der Pol eines dritten die beiden ersten schneidenden Kreises ; 
es soll dieser dritte so bestimmt werden, dass die Sehne in 
ihm, welche seine Durchschnittspunkte mit den beiden gege- 
benen Kreisen verbindet, ein Maximum sei. 

* 

Lös. Denkt man sich durch den bekannten Pol der beiden gege- 
benen Parallelkreise und durch den gegebenen Pol des ge- 
suchten dritten Kreises einen grössten Kugelkreis gelegt, so 
werden zur Bestimmung der gegenseitigen Lage in diesem 
folgende Bogen bekannt sein: 1) der Bogen zwischen dem 
gemeinsamen Pol der Parallelkreise und dem ersten Parallel- 
kreise BS ß, 2)' der Bogen zwischen demselben Pol und dem 
zweiten = a, wobei a > /? sein soll , und 3) der Bogen 
zwischen demselben Pol und dem gegebenen Pol des ge^uch- 
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ten dritten Kraises s d. Nennt man nun den Bogen zwi- 
sehen dem zweiten gegebenen Pol und seinem zugehörigen 

gesuchten dritten Kreis = x, so wird 1) wenn d> ^^ 
ist, Jnr co.a:^ °°'^<" + ^>r^^"-^^ die Sehne = 

C08 

2sin,i(a + /y)8i nK«— /^) • u- o\ ^ ^ « + // 
^-^^ / ■ > ^^ ^-^ em Mm. 2) wenn o < — ^ 

sm o J 

ist iür coso^as — \-^ — ^-cosrf dieSehnea>:2sin4((r — ß) 

cosj(a4-jöf) 

ein Minimum. 
94a) Au fg. In -eine gegebene Kugel soll das grösstmögliche Parallel- 
epipedum eingeschrieben werden. 
Lös. Wenn r der Radius der Kugel ist, so wird jede der drei 
in einer Ecke zusammenstossenden Kanten des Parallel- 
epipedums k 2rV7* 

/»•S 1^2 gH 

94b) Aufg. In ein gegebenes EUipsoid -2+^"l — j^l ^^^ Parallel- 

epipedum von grösstem Volumen einzuschreiben. 

Lös. Die Kanten des Parallelepipeds werden -p:, -p., -p, und 

V3 v3 v3 

das gesuchte Volumen ist = — == • 
^^ 3V3 

95) Aufg. Zu drei gegebenen Punkten soll in derselben Ebene ein vier- 
ter gefunden werden, so dass die Summe der Entfernungen 
desselben von den drei ersten ein Minimum werde. 
Los. Die drei gegebenen Punkte bestimmen ein Dreieck, dessen 
Winkel A, B, C und die gegenüberliegenden Seiten respective 
a, 6, c sein mögen. Bezieht man den gesuchten Punkt O 
durch rechtwinkelige Coordinaten auf AB als Abscissenaxe 
und A als Anfangspunkt, so wird die Summe OA-\-OB + OC 
ausgedrückt durch die Function M«=(a;*4-y*)^4-[(c— a?)^-|-y2]J4- 
4-[(a: — 6cosi)*-i-(y — ftsini)*]^. Die Interpretation der 

Gleichungen 5- = und -=- « ergibt dann leicht als 
Bedingung eines Minimums der Function u die Beziehung 



128 

L AOD + ^ BOD ^ 120^, wo D den Fusspunkt des von 
auf AM getäillen Perpendikels foezeicbnet Wenn man daher 
über jeder der drei Seiten a, b; c einen Kreisbogen beschreibt, 
der die Fähigkeit bat, einen Winkel von fÄ als Peripherie- 
winkel zu enthalten, so schneiden sich diese Bogen in einem 
einzigen und zwar in dem gesuchtea Punkte. 

Die einzelnen Linien, welche von dem gesuchten Punkte 
nach den Ecken des Dreiecks gezogen werden, erhalten fol- 
gende Werlhe: 

6.c.sin(60o + i) 

sin60o.V6*+c2— 26c.cos(60«-h.4} ' • 
c.g.sin(60o + ^ ) 

sin 60«. VcM^^— 2c(i . cos (60^-hB) ' 
a.6.sin(60Q + C) 

sin60o. yja^ + b^ —2ab . cos (eÖ^Tc^ ' 

Die Summe aller drei Linien, welche ein Minimum wird, ist 



« V^ (a^-h Ä^ 4- c^) + sin 60» >/(a+6 -hc) (— a + 6+ c) (a— 6+c j (a + b—c) . 

Besitzt das Dreieck einen Winkel, der grösser ist als 
120^ so schneiden sich die drei Kreisbogen nicht. Die bei- 

den Gleichungen n" = und -^ =s können dann nicht 

gleichzeitig bestehen. Da nun die gestellte Aufgabe immer 

du j 
eine Lösung zulässt und die partiellen Ableitungen ^ und 

>.- für jeden der Punkte A, B, C die unbestimmte Form ^ 
dy 

annehmen, so wird in diesem Falle, wii; leicht einzusehen, 
derjenige der gegebenen Punkte zugleich der verlangte sein, 
welcher dor Scheitel des stumpfen Winkels ist. 
(Vergl. Bertrand, Journal de Liouville, t. VIIL). 
96) A u fg. Zu vier gegebenen Punkten soll ein fünfter von der Beschaf- 
fenheit gefunden werden, dass die Summe der Entfernungen 
desselben von den ersten ein Minimum wird. 
Lös. Durch ein Verfahren, das dem in der vorhergehenden Aufgabe 
angegebenen ganz analog ist, findet man den Durchschnitts- 
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punkt der beiden Diagonalen des Vierecks, welches durch die 
vier gegebenen Punkte bestimmt ist. 
97) Au fg. Auf den drei Seiten eines Dreiecks ABC sollen drei Punkte 
My Ny P gefunden werden, so dass das Dreieck MNP ein 
Maximum oder Minimum werde. 
Lös. Betrachtet man MB as x, PC ^ y^ NA^ e als unabhängige 
Veränderliche nnd bezeichnet F eine Function von x, y, z, 
welche für jede bestimmte Werthegruppe der unabhängigen 
Veränderlichen den Flächeninhalt des Dreiecks MNP ausdrückt, 

so sind ajÄ-^-, y=c_, 0==— diejenigen Werthe, 

dp dF 

welche gleichzeitig den drei Gleichungen ^ as 0, ^ =0 

dp 
und ^ « genügen. Das diesen Werthen entsprechende 

Dreieck wird erhalten, wenn man die Mitten der Seiten AB, 
AC und BC durch Gerade verbindet. Sein Flächeninhalt ist 
= ^ A ABC. Die Untersuchung der vollständigen Aenderung 
von F zeigt aber, dass dieses Dreieck weder ein Minimum, 
noch ein Maximum ist. Dies lässt sich auch leicht geometrisch 
erkennen. Denkt man sich nämlich den Punkt if, die Mitte 
*von ABj festgehaüen, so wird bei dem ausgezeichneten Dreieck 
Z. PUB ^ L A, L NMA :=^LB. Jedes andere Dreieck, wel- 
ches seinen Scheitel in demselben Punkt M hat, bei welchem 
aber die Winkel PMB und NMA beide zugleich grösser oder 
beide zugleich kleiner als A und B sind, wird kleiner als das 
Dreieck MNP sein; dagegen jedes Dreieck mit demselben 
Scheitel, bei welchem PMB grösser oder kleiner als A und 
NMA kleiner oder grösser als B ist, wird grösser als das 
ausgezeichnete Dreieck MNP. 
98a) Aufg. Auf einer gegebenen Linie MN einen Punkt D zu finden, 
so dass die Verbindungslinien mit zwei auf derselben Seile 
von MN liegenden gegebenen Punkten A und B ein Mini- 
mum zur Summe haben. 

Sohncke'B Aafgabensammlang. 1. 9 
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Liös. Es heissen m und n die seukrechlen Abstände AC und BE 
der Punkte i und ß von iüfJV, es sei ferner CD =0;, DE^y^ 
so wird tür ein Minimum von AD -{-DB: x:y =^ m:n und 
A iDC ^ A ÄDiV. 
98b) Au fg. Auf den drei Seiten eines Dreiecks ABC sollen drei Punkte 
M, N und P gefunden werden, so dass der Umfang des 
Dreiecks MNP ein Minimum wird. 
Lös. Bei der nämlichenBedeutungder unabhängigen Veränderlichen 
x^yyis, wie in Aufgabe 97, bezeichne u diejenige Function 
von x,y, 0^ welche für jede bestimm fe Werthegruppe der un- 
abhängigen Veränderlichen den Umfang des Dreiecks MNP 
ausdrückt. Die geometrische Interpretation der Gleichungen 

^ssO, n-=0, ^a=0 ergibt cos AMN = cos BMP u. s. 1. 

Fällt man daher von den drei Endpunkten des gegebenen 
Dreiecks Perpendikel auf die Gegenseiten, dann werden die 
Verbindungslinien der Fusspunkte derselben das gesuchte 
Dreieck bilden. — Dieses ist aber nur möglich, wenn alle 
drei Winkel des gegebenen Dreiecks spitze sind; in andern 
Fällen aber erhält man weder ein Maximuip noch ein Minimum. 

99) Aufg. Durch einen in der Axe einer Parabel gegebenen Punkt die 

kleinste Sehne zu ziehen. 
Lös. Die auf der Axe senkrecht stehende Sehne wird die kleinste. 

100) Aufg. In ein Parabelsegment, welches durch eine auf der Axe 

senkrecht siehende Sehne abgeschnitten wird, soll das grösste 
rechtwinkelige Parallelogramm eingeschrieben werden. 
Lös. Wenn a die Entfernung der gegebenen Sehne vom Scheitel 
und b die halbe Sehne ist, so sind f a und -|& v*^ ^i^ beiden 
Seiten des gesuchten Parallelogramms, dessen Flächeninhalt 
^ ^3 ab ein Maximum ist. 

101) Aufg. Zwei Durchmesser einer Ellipse schneiden sich unter einem 

gegebenen spitzen Winkel a, man soll ihre Grösse und Lage 
so bestimmen, dass das Parallelogramm, dessen Diagonalen 
sie sind, ein Maximum oder Minimum werde. 
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Lös. Sei a die halbe grosse, b die halbe kleine Axe der Ellipse, 
ßelradilel man den Winkel g>, den der eine Durchmesser 
mit der grossen Axe bildet, als unabhängige Variable, so 

findet sich in dem Falle, wo lang ia < — ist, ein Maximum 

a 

tür g) SS \a und ein Minimum für ^=s^((r+^)i und 
zwar ist der Flächeninhalt des grössten Parallelogramms 

4a^6^tang4a ..••,,.. 4a}b^i2ingia 

'^TT', — 2. »it ^^^ derjenige des kleinsten =--7— 77- — ^~ • 
o^+a^tang^a ^ ® a-^-H^lang^i« 

Ist dagegen tang4a> — oder cosa<-s — r» > so treten 
Minima ein für 9>s: ja, ^ x ^(a+zr) und Maxima für 

~i ^ ^^^"r '" ^^^ Grenzfalle tang^a» 

SS — erreicht die Fläche wieder für 9) = ^a ihren grössten 
und für y = |(a + n) ihren kleinsten Werth und zwar ist 
ersterer = 2a6 , letzterer = -. ,.• 

102) Au fg. In der Peripherie einer Ellipse sind zwei Punkte gegeben; 
man soll einen dritten so bestimmen, dass der Flächeninhalt 
des durch diese drei Punkte bestimmten Dreiecks ein Maxi- 
mum oder Minimum wird. 

Lös. Wenn der erste Punkt durch die rechtwinkeligen Coordinaten 
a und ß^, der zweite durch a' und /^' gegeben sind, wenn 
ferner a die halbe grosse und b die halbe kleine Axe 
der Ellipse bedeutet , so dass ihre Gleichung wird y » 

± — ^d^ — a;* ; dann wird die Abscisse des dritten Eckpunkts 

des gesuchten grössten Dreiecks == , , \ » ,»Z » 

wozu naturlich zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe der 
Ordinate gehören, so dass zwei Dreiecke erhallen werden. 

103a) Au fg. In eine gegebene El'ipse soll das grösste Viereck einge- 
schrieben werden. 
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x^ y^ 



Lös. Die Gleichung der Ellipse sei — j+t^ *= 1- Bezeichnet man 
die rechtwinkeligen Coordinaten der Eckpunkte des gesuchten 
Vierecks der Reihe nach mit Xi,yi\ x^,y^\ x^^y^\ ^4? ^4* 
so lührt die Methode der unbestimmten Multiplicatoren auf 
Bestimmungsgleichungen tür rz^i « ^i ; • * • > die nicht von ein- 
ander unabhängig sind, woraus lolgt, dass es unendlich viele 
grösste Vierecke gibt. Da sich ferner zeigt, dass a^ = — x^ 

Vi Vi ft^ 

^3==— yi; ^4 = — i«^» y4 = — ^2; xx'^~l^ ®®*" 

muss, so sind diese Vierecke Parallelogramme , die erhalten 
werden, wenn man die Endpunkte conjugirter Durchmesser 
durch Gerade mit einander verbindet. Der Flächeninhalt 
eines jeden solchen Vierecks ist demnach s 2ah, 
103b) Aufg. In eine gegebene Ellipse soll das grösste Parallelogramm 
eingeschrieben werden , welches einen gegebenen spitzen 
Winkel a enthält. 
Lös. Nach der vorhergehenden Aufgabe werden die Diagonalen des 
gesuchten Parallelogramms conjugirte Durchmesser sein, und 
man hat daher nur noch die Aufgabe zu lösen, diese conju- 
girten Durchmesser so zu bestimmen, dass das Parallelogramm, 
dessen Diagonalen sie sind, den gegebenen Winkel a enthält. 

X^ «#2 

Ist die Gleichung der Ellipse— j^--^ = 1, so sind die Coor- 
dinaten der Eckpunkte des verlangten Parallelogramms 



\) Xi = +ay i + ^2^^colga; yi =* +6 y i— ^^^^^cotga ; 
2) x^ =— «y i + ^2_^-^cotga; ^2 ==— 6 V i — ^-pcotga ; 
3)^3 «— «Y 1— ^2z:^cotga; y^^-i-h y i + -^^rp ^'g« ' 

4) 0^4 «r + ay f — — -^^cotga; y* = — ^y i +-^tp ^^^«- 
Aus diesen Werthen folgt noch beiläufig, dass es für a einen 
Grenz werth gibt, dass nämlich immer tang a^-j — tj sein muss. 
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104) Au fg. In eine gegebene Ellipse soll das grösste Dreieck eingeschrie- 
ben werden. 

Ol?' v^ 
Lös. Ist die Gleichung der Ellipse ^ + f2 ^ ^' ^'^^ bezeichnet 

man die Coordinaten der Eckpunkte des gesuchten Dreiecks 
AJiC der Reihe nach mit x^^y^\ Xi^yi\ ^31 ^3^ so folgt aus 
demselben Grunde, wie in Aufgabe 103a), dass es unendlich viele 
der Ellipse eingeschriebene, grösste Dreiecke gibt. Die Gleichung 

derSchneÄCisty— ^2 = 5*~5r (^— ^)=— f;:.2(^"-^)' 

•*'3 — X^ yi » 

demnach ist diese Sehne der im Punkte A an die Ellipse ge- 
legten Tangente parallel. Ebenso findet sich, dass die Sehne 
AB der Tangente in C und die Sehne AC der Tangente in 
B parallel ist. Alle diese Dreiecke haben denselben Flächen- 
inhalt = |V^a6, und der Mittelpunkt der Ellipse ist ihr ge- 
meinsamer Schwerpunkt. 
105a) Au fg. Man bestimme den Flächeninhalt der Ellipse 

A{x—aY-h2B(x—ay(y — ß)-hC{y—ßy + 1 = 0, wo 
a und ß die Coordinaten des Mittelpunktes bedeuten. 
Lös. Bezeichnet man den Coordinatenwinkel mit co und die Coordi- 
naten irgend eines Ellipsenpunktes mit x und y, so sind die 
Halbaxen a und b dieser Ellipse resp. das Maximum und 
Minimum des Ausdrucks 

r = ^{x— aY + (y — ßf + 2{x — a) {y—ß) cos (a , 
und der Flächeninhalt der Elh'pse ist bekanntlich sc ahn. 
Zur Bestimmung des Productes ah hat man daher, wenn man 
noch den unbestimmten Multiplicator k einfuhrt, die Function 
F = {x—cty + {y—ßY + 2{x—ol) (y—ß) cos (o + 

+ A [i {x—aY + 2B{x^a) (y—ß) + C{y—ßY + 1] 

zu einem Maximum oder Minimum zu machen. Multiplicirt 

dF dF 

man die Gleichung ^ = mit Xy die Gleichung p— 0= 

mit y und addirt, so erkennt man, dass für den Fall eines 
Maximums oder Minimums ^ 3= r^ wird. Die quadratische 
Gleichung 



/ 
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(4C— £2) A2+(^ 4- C— 28cos w)i+sin'w «=0 ergibt soctonn 
A|>l2 ^'aH^ SS , und daher ist der gesuchte Flächen- 



Inhalt s= 



lUöh) Au Ig. Man bestimme den Cubikinhalt des auf rechtwinkelige 
Courdinaten bezogenen Ellipsoids 

an^;* 4- ff 22^2 + «33^« -h 2ai^y0 -\r2ai^xz -h 2ai^xy — «oo — 0. 
Lös. Aul analoge Weise, wie in der vorhergehenden Autgabe 
erhilt man für den gesuchten Cubikinhalt 



I t. "h "i. r^ 

\ <i|| 022 «83 ''ll ö 2 3 ^20^1 3 ^33 <»1 2 + 2a|2<Ii3<l23 

106) Au fg. Um ein gegebenes Dreieck soll die ihrem Flächeninhalte 
nach kleinste Ellipse beschrieben \\erden. 
Lös. Das Dreieck ABC sei gegeben durch zwei Seiten ilÄ== a, 
AC = 6 und den eingeschlossenen Winkel y. Wählt man 
die Geraden AB und AC beziehungsweise zur Abscissen - und 
Ordinatenaxe eines schiefwinkeligen Axensystems, so kann 
die Gleichung der Ellipse geschrieben werden 

A{x-aY-^2B{x-'a){y — ß)+C{y—ßf+\^0, 
wo OL und ß die Coordinaten des Mittelpunktes bedeuten. 
Die drei Bedingungsgleichungen, welche ausdrucken, dass die 
Ellipse durch die drei Punkte a; = 0, y=0; ic = 0, ys= h\ 
0? = a , y = geht, ergeben 
A 2/^-ft {2a-a){2ß-h) 

(x(ah+ßa—ab)' 2aß{ab+ßa—ab)' 

^ 2a — a 

C ^ — 



ß {ab-hßa—ab) 
Nach Aufgalie 105a) ist der Flächeninhalt der Ellipse = 

a= -; —- , und man hat daher nur noch a und ß so zu 

bestimmen, dass AC ^ B^ ^ <^P,^^}^f' 

4a^ß^{ab -hßa — aby 

zu einem Maximum wird. Man findet 

a 6 3 3 3 

" == T' '^ = 3"' ^"-T»' *"~2^' ^"-p' 
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Der Flächeninhalt der kleinsten umschriebenen Ellipse ist 
demnach == l^JSrt ab sin y^ ihr Mittelpunkt liegt im Schwer- 
punkt des Dreiecks und ihre beiden rechtwinkeligen Halbaxen 
werden 

4 V a^+t^ +2a/^ sin (y— SO^j -*- ^Va' + Ä'— 2a6sin(y4-500) 
und 4 yla^-hb^ + 2ab sin (y — 30») — ^ V«* + * ^ — 2a6 sin (^+30»). 

107) Au fg. In ein gegebenes Dreieck soll die grösste Ellipse einge- 
schrieben werden. 
Lös. Wenn die Bezeichnungen der vorhergehenden Aufgabe bei- 
behalten werden und die Gleichung der gesuchten Ellipse wieder 

A{x''ay^2B{x — a){y^ß)+C(y—ßy + 1^0 
ist, so folgen aus der Bedingung, dass die Ellipse die drei 

Geraden a; = 0, yasO, h-? 1=0 berubre, die Werthe 

. _ 4ß^ ^ _ 2(2ab+2ßa—2aß—ab) 4«^ 

wo N:=^(2ab'^2ßa — 2aß — aby — 4a'^ß\ 

Der weitere Gang der Rechnung ist dem in der vorher- 
gehenden Aufgabe angedeuteten ganz analog. Der Flächen- 
inhalt der grössten eingeschriebenen Ellipse findet sich = 
s 1^^37706. sin y, ihr Mittelpunkt ist wieder der Schwer- 
punkt des Dreiecks und ihre beiden rechtwinkeligen Halbaxen 
werden 



i V2 . Vtt^ -h 62 _ ^j cos y + V(a* -h 6^ — «6 . cos y^ — 3ä'b^. sin V , 
\y{2Aa^-\-b'^—ab cos y — V(«* -{-b'^ — ab cos /)* — 3a»6* sinV . 

Die Berührungspunkte sind die Mittelpunkte der drei Seiten. 

108) Au fg. Die grösste Ellipse zu bestimmen, welche die vier Seiten 

eines gegebenen Vierecks berührt. 

(Man sehe die betreffende Abhandlung von Gauss, Monatl. 
Correspondenz von Zach, üd. XXII, Seite 112.) 

109) A u fg. Für welche Ellipsenpunkte ist der Abstand derselben von dem 

Punkte a;*=0, y = — ß der kleinen Axe ein Maximum oder 
Minimum? 
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Lös. Sind x ^ aco^tp, y ss 6 sin 9) die Coordinaten eines Punktes 
der Ellipse, so hat man d«n Ausdruck a*cos^9> + (6 siny-f-j^)* 
zu einem Maximum oder Minimum zu machen. Zunächst 
erkennt man, dass die gesuchten Punkte auf den Normalen liegen 
müssen, welche von dem gegebenen Punkte an die Ellipse 
möglich sind. Sodann findet sich 

1.) wenn ß > — . — für y = -^ ein Max. und für 

(p :=: ^n ein Min., 
2.) wenn ß <~ — — lur 9 « -^ ein Min., 

für w = arcsin ^ ,^ und für cp = tt — arcsm ^ ., 
Maxima und für 9 ss |7r ein Min., 

fl^— h TV 

3.) wenn ß = — -. — für 9 == -rr- ein Max. und für 

b J 

ff SS ^n ein Min. 

a* 6* 

Da a; = 0, y a= — - — die Coordinaten eines Punktes sind, 

welcher der Ellipsenevolute angehört, so ergibt sich also, dass 
von dem gegebenen Punkte zwei, drei zusammenfallende und 
eine vierte verschiedene oder endlich vier von einander ver- 
schiedene Normalen möglich sind, je nachdem derselbe ausser- 
halb, auf oder innerhalb der Evolute der Ellipse Hegt. Der 

Winkel w kann mittelst der Gleichung sin w « , ^,, leicht 

ar — 6^ 

construirt werden. 

110a) Au fg. Der elliptische Cylinder x^-\-4y'^ — 1 = werde von der 
Ebene {x — y — ^;ßf = geschnitten. Man bestimme für die 
Schnittellipse die Richtung und Länge derHalbaxen a und (, 
sowie die Coordinaten äTj, y^, ^i;... der vier Scheitel. 

Lös. Setzt man fssx^-\^'^-\-z^, g> = x'^-\-4y^ — 1, tp^\x — y — JjB?, 
so hat man die absoluten Maxima und Minima der Function 

Fä/"— Ay — 2|Mt/; 
aufzusuchen. Hierbei bestimmen sich die Grössen x, y, is, X, fi 
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aus den Gleichungen ^-=0, ^-«0, x-=0, ^«0 und 
1// as 0. Es ergibt sich 

Werden die Winkel, welche die Axen der Elh'pse mit den 
Coordinatenaxen einschliessen, beziehungsweise mit a^ ß^yi; 
^2» ßiy Ti bezeichnet, so folgt 

cosa^ :cos/?i :cos/| SB 4: — 3: 12, 
cosas : cos/Jj : cosy2 *= 12 : 4 : — 3. 
110b) Au fg. Man löse die nämliche Aufgabe iur die Ellipse, in welcher 

der elliptische Cylinder Y9Tii''"Q i^ ^ ^ '*"* ^*'" '^*'^'''*' 
^+iy — '^'■"O geschnitten wird. 
Lös. Man findet ;lt-:13^ A^sflS^ fii''±4, jUz — ±1^3; 
«1-»— a^« — 12, yj = — yi = — 3, ä,^— «,«=— 4, 
ar, = — a:4 = 2V3, y» «=— ^4 - — 6^3, «i = — «« = — 1>/3; 

cos «1 : co8/?i : cosfi k 12 : 3 : 4, 

cosoj :co8/?2:cos}'j s — 4:12:3. 

110c) Au fg. Man löse dieselbe Aufgabe iflr die Ellipse, in weicher das 

Ellipsoid 2a!*+5y' + «* = l von der Ebene ^x — y — y^cO 

geschnitten wird. 

144 



Lös. Es wird X| » ff, ^ =s H> /"i "" ± 



17^13.17' 

144 



29>/l3.29' 
4,3 12 
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_ 12 _ 4 3 

a ^ylh -VU» ^^>lh =Vii; 

cos tti : cos/9| : cos^i s 4 : — 3 : 12, 

cosa2:cos/?2 *<^os7^2 = 12: 4: — 3. 

111) Aufg. Es ist die grösste Ellipse zu bestimmen, die eriialten werden 

kann, indem man einen gegebenen geraden Kreiskegel durch 
eine Ebene schneidet. 
Lös. Bezeichnet man den Neigungswinkel der Schnittebene gegen 
die Basisebene mit 9), den Winkel des Kegels mit 2a, so muss 

sin 29 SS 2 sin 2a 
sein, woraus hervorgebt, dass ein Maximum nur dann existirt, 
wenn 2a < 30® ist. 

112) Aufg. In einen viereckigen Thurm, dessen Tiefe h ist, will man 

einen Balken von der Länge m{m>h) hineinschaflen. Welche 
Höhe h muss die Thüre des Thurmes wenigstens haben, wenn 
Seitenbewegung des Balkens ausgeschlossen ist? 
Lös. Man denke sich den Balken so bewegt, dass seine Enden 
beziehungsweise auf der innern Rfickwand des Thnrmcis und 
aut dem Erdboden gleiten. Jede Lage, die d«r Balken hier- 
bei annehmen kann, bedingt eine gewisse Qohe y dter Thüre 
des Thurmes. Bezeichnet x den Neigungswinkel des Balkens 
gegen den Erdboden, so wird y = msino; — (tango;. Offen- 
bar ist die gesuchte kleinste Höhe der Tliüre gleich dem 
Maximum von y, d. h. es ist 

* = (m*— 6*)* oder A* + 6« = m* ' 
Beispiel: «1*31^, 6 = 16', A=:6|V 

113) Aufg. Aus einem runden Baumstamme den Balken von der gröss- 

ten relativen Cohä^ioDskrait auszuschneiden. 
Lös. Heisst die Breite des Balkens x, die Höhe y. so hängt nach 
dem Gesetze der Mechanik die Grösse der Cohäsion ab 
von xy"^. Das Maximum dieses Productes findet statt für 
X = y^(P, wenn d der Durchmesser des runden Baunv- 
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Stammes ist Die geometrische Construction ergibt sich 
hiernach leicht*) 

114) Au fg. In welcher Höhe über einem in einer Ebene liegenden 

Punkt Ä muss ein Licht L von der Intensität t angebracht 
w^en, damit ein in derselben Ebene liegender Punkt B 
möglichst hell erleuchtet werde? 

Lös, Die Lichtstärke hängt ab von dem Ausdruck — /rn^' 
fleisst daher a die Entfernung des Punktes B von i, so muss 
das Licht in der Höhe aVF über A angebracht werden. 

115) Aufg. Ein Körper bewegt sich von einem Punkte C zu einem 

Punkte D über eine gerade Linie AB hinweg und zwar von 
C zur Linie AB mit der Geschwindigkeit e und von AB zu 
D mit der Geschwindigkeit e". Wie ist der Punkt E auf 
der Linie AM zu wählen, damit die auf Zurücklegung des 
Weges CED verwandte Zeit ein Minimum werde? 
Lös. Es seien die Entfernungen CH und pG der Punkte C und 
D von AB mit p und q bezeichnet, ffff asm, HEssXy so 

X m — X , ^ n 

ist . ■ ■ .~ y • I I •*■ C ^ V % 

Vp* + x^ V }* + (m — xy 
Heissen die Winkel, welche die Linien CE und JSD mit 

dem auf AB in E errichteten Lothe El bilden, a und ß^ 

so ist sina : sin/? s c : e". (Man vergleiche das Gesetz 

über die Brechung der Lichtstrahlen, sowie bei 98a) das 

Gesetz über Zurückwerfung derselben.) 

116) Aufg. Ein Mann, der sich mit einem Bote in einer Entfernung von 

3 Meilen (eulgl.) vom nächsten Punkte des Ufers befindet, 
wünscht einen Iweiten Punkt am Ufer, der vom ersten 
6 Meilen entfernt ist, in kürzester Zeit zu erreichen. Wenn 
niln der Mann in der Stunde 5 Meilen weil gehen, aber nur 

4 Meilen weit rudern kann, so wird gefragt, wo er landen müsse. 
Lös. Eine Meile vor dem zu erreichenden Orte. 



*) lieber dieselbe Aufgabe vergleiche man: Heh Sammlung von Bei- 
spielen u. Aufgaben aus der allgemeinen Aritliiiietik und Algebra § 108. 22. 
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117) Au fg. Bei welcher Stellung erscheint Venus, unter der Voraus- 
setzung, dass die Bahn des Planeten eine kreisförmige ist, 
am hellsten? 
Lös. Es befinde sich die Sonne in 5, die Erde in JS, Venus in Vy 

SB =s Oy Sv SS bj Ev SB Xj der Radius 

der Venus as q. 
Es stehe der Durchmesser gh senkrecht 
auf Sv, und der Durchmesser cd senk- 
recht auf Ev. 

Die für die Erde sichtbare Lichtphase bestimmt sich aus 
dem Winkel gvd = 180® — EvS, und ist « ^nQ^—^nghosgvd 

SS ^ TtQ^ (1 -I- COS EvS). 

Die Helligkeit der Venus steht im geraden Verhältnisse mit 
1+ cos £t;5 und im umgekehrten quadratischen Verhältnisse 

nut X, Setzt man I+cosäüS.« ^rr , so 

2hx 

wird die Helligkeit ein Maximum für das Minimum von 
{x-\-hy—a^ , hieraus : x — —2h^ >/P + 3ä^ SeUt 

X 

man a = 1, 6 = 0,7233317, so ergibt sich x « 0,430358, 

Lgvd = 62M'23",2, LSEv = 39<>43'28",2 (Elongation 

der Venus). Bei einer synodischen Umlaufszeit der Venus 

von 584 T. gehört zu der angegebenen Elongation eine Zeit 

von 64 Tagen. Das grösste Licht der Venus hat also im 

Mittel 64 Tage vor und nach der untern Conjunction mit der 

Sonne statt. 

118) Aufg. Welche Werlhe der Veränderlichen x, y, ß machen die 

Function P = a;* + 3>/2 . x^z + Sx^^ + ^5 • y* +3 ^5 . ysfl-^- 

+ V2.^3— 3a;— 3^5.^—3^2.^+ Const 

zu einem Maximum oder Minimum, und welche ertheilen 

ihr Sattelwerthe? 

Lös. Maxima treten ein für die Werthegruppen — 1, — l, 0; 

0, 0,~ 1, Minima für 1, 1,0; 0, 0,1 und Sattelwerthe für 

5 

VT 



5 

>/7 



1,-1,0; -1, 1,0; r^, yll -ylh _ |-,-.Vf Vf 
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119) Aufg. Man beantworte dieselben Fragen für die Function 

F = x^-hSx^tf + 3a?'^ + 3xy^ + 3a?0* — ISxyz + y» + Sy^^H- 

-h%^* + ^» — 3ic — 3y -r-3if + Const. 
Lös. Für die Werthegruppe 1, 1, 1 tritt ein Minimum^ für — 1, 

— 1, — 1 ein Maximum ein^ und die 6 Werthegruppen 1,0,0; 

— 1,0,0; 0,1,0; 0,-1,0; 0,0,1; 0,0/— 1 ergeben Sat- 
telwerthe. 

120) Aufg. Es ist dieseUbe Aufgabe zu lösen für die Function 

F «= x^^ix^z + 3a?;gf«— y» +|y«x?—3yjef*—ar4%+ Const. 
Lös. Ein Minimum tritt ein für die Werthegruppe 1,-1,0, ein 
Maximum für — 1,1,0. Die Gruppen 1,1,0; — 1,-1,0; 
0,0,1; 0,0,-1; 1,1,1; — 1, — 1, —1 üefern Sattel- 
werthe. 



Capitel Vni. 



Anw endnng der Bifferenüalreclinung auf die tJntersachimg 

der Curren und OberflKchen. 

§.22. 

A. £beneCurven. Eine ebene Curve kann dadurch auf ein 
rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen werden, dass man entweder 
1) die Coordinaten eines beliebigen Punktes derselben als Functionen 
einer unabhängigen Veränderlichen t darstellt, 

oder 2) eine Gleichung zwischen x und y festsetzt ' 

welcher die Coordinaten eines jeden Curvenpunktes genügen müssen oder 
3) die Ordinate eines beliebigen Curvenpunktes als Function der Ab- 
scisse ausdrückt, 

Hierbei kann man sich die Gleichung F(Xy y) ^0 durch die Elimination der 
Grösse t aus den Gleichungen x = (p{t) und y ss \p(t) und die Gleichung 
y SS f{x) durch die Auflösung der Gleichung F(aj, y) = nach y ent- 
standen denken. 

Tangente und Normale. Entsprechend diesen drei Formen erhält 
man für die trigonometrische Tangente des Winkels a, den die geome- 
trische Tangente der Curve in irgend einem Punkte x^ y mit der positi- 
ven XAxe bildet, die Ausdrücke 

dF 

dy 
Trägt man demnach von dem Punkte x^ y aus in der Richtung der X-, 

resp. FAxe die Strecken (Componenten) (p\t) und tp'(t) eder 1 und 

f'{x) auf, so liefert die 'Diagonale des hierdurch bestimmten Rechtecks 
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(Resultirende) der Richtang und Länge nach die zugehörige Tangente. 
Im Falle die Gleichung der Curve in der Form F(a?, y) »= gegeben ist, 

empfiehlt es sich, zunächst die Normale der Curve zu construiren, de- 

dF dF 

ren Componenten in dem soeben angedeuteten Sinn k- und p- sind. 

Die Resullirende fällt hierbei in denjenigen Theil der Ebene, in welchem 
die Function F{Xyy) positive Werthe besitzt. 

Wird das Rogendifferential mit d$ bezeichnet, so ist 

und man erhält ferner 

dx dx • 



cosa 



sma 



dy dy 



^dx^dy^ ''» 
Die GleichuBg der Tangente im Punkte x,y der Curve wird, 
wenn ^, tj die laufenden Coordinaten bedeuten, 

dx dy 

Die Gleichung der durch den Punkt x,y gehenden Normale ist 

f«-«)H-S(,-,)-0, 

S— a^ rj-^y 

dF "^"Bf'' 

_ dx /*, N 

''-«' — ^(^-^)- 

Man nennt Tangente und Normale im engeren Sinne oder 
schlechtweg Tangente und Normale diejenigen Stucke der ^eichbenannten, 
unbegreneten Geraden, welche zwischen dem Reruhrungspi^nkt der Tan- 
gente uijid der XAne liegen. Die Projectionen dieser Stücke auf die 
XAxe heissen beziehungsweise Subtangente und Subnormale. 
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Fuhrt man für diese vier Grössen die Zeichen f, N, St und Sn ein, so 
erhält man 



cosa 



n« "^ _^f_^V _W_' 






S.-ycotga-:ly^--y^, 
' dy dx 

dy 

Asymptoten. Eine Tangente der Curve, deren Berührungspunkt 
unendlich weit entfernt ist, die selbst aber nicht ihrer ganzen Ausdehnung 
nach im Unendlichen liegt, heisst eine Asymptote der Curve. 

Die Gleichung einer Asymptote wird im Allgemeinen in einer der 
beiden Formen geschrieben werden können 

y « mx + », X SS f.iy-i- v, 
und es bestimmen sich m, n, ^u, v aus den Gleichungen 

m ■= lim -i^ , n a= lim (y — mx)\ 

(a;«=OD)^ («=00 ) 

X 

II mt lim — , y sss lim {x — iiy). 

(y-BQo)y (y— QO) 

Ist die Curve eine algebraische vom nten Grade, so kann ihre 
Gleichung, wenn man in m^ alle homogenen Glieder Jrter Ordnung zu- 
sammenfasst, in die Form gebracht werden 

Die Gleichung der Tangente einer solchen Curve ist dann 

Ausgehend von dieser Form der Tangentengleichung, in welcher x 
und y nur noch im (n — l)ten Grade erscheinen, können die Asymptoten 
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einer Curve nlen Grades aut folgende Weise gefunden werden: Man be- 
stimme die n Werlhe von — , welche der Gleichung — = genügen, 

behalte hierauf in der vorstehenden Tangentengleichung nur dfe Glieder 
(fi — l)ter Ordnung in x und y bei und setze, nachdem man nbch durch 

x^'~'^ dividirt hat, für das TerhäJtniss ~ der fleihe nach die gefundenen 

Werthe in die resultirende Gleichung ein. Jede solche Substitution 
ergibt dann im Allgemeinen die Gleichung einer Asymptote der Curve. 

In manchen Fällen gestattet folgende Modification des angegebenen 
Verfahrens eine rasche Bestimmung der Asymptoten einer algebraischen 
Curve: Setzt man in der gegebenen Gleichung nten Grades y rmt zx und 
dividirt dieselbe durch a;", so wird sie im Allgemeinen folgende Form 
annehmen : 

Wenn nun -^ :« igr für a? =: <x> einer endlichen Grenze m zustrebt, 

X 

so hat man zur Bestimmung derselben die Gleichung 

lim (f{ß) se ip (m) sc 0. 
Substituirt man hierauf 

H asfflH 

X 

in die obige Gleichung und entwickelt die Functionen 9'(^))?'i(^)i9'2(^)f*.* 
nach steigenden Potenzen von — , multiplicirt die sich ergebende Glei- 

X I 

chung mit x und macht x-=- oo, so erhält man eine Beziehung zwischen 
m und n « lim< » lim (y — ^x)^ aus welcher sich ffir jedes bestimmte 

m im Allgemeinen ein bestimmter Werth für n ergibt. Die Gleichutig 
der betreffenden Asymptote lautet dann y » m^ + n. 

Den hier angegebenen Methoden liegte die Voraussetzung zu Grunde, 
dass die Gleichung, aus welcher die Grenzwerthe des Verhältnisses 

^ ass zu bestimmen sind, keine mehrfachen Wurzeln besitze. Aus dem 

X 

Angedeuteten ist jedoch leicht ersichtlich, wie die Untersuchung in den- 

Sohnokv'B Aufgabensammlung. L 10 
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jenigen Fällen weiter» zu führen wäre, wo in den Gleichungen — = 

00 

und y (m) Ä mehrfache Wurzeln auftreten. 

Höchste und tiefste Punkte. Für einen aus der Gleichung 
f(x)=:0 bestimmten Werth x^=^Xq erreicht die Ordinate der Curve 
y = / (a?) einen grössten oder kleinsten Werth, je nachdem die erste der 
folgenden Ableitungen fXx), f"\x)y . . . , welche für o? = a?o nicht ver- 
schwindet, von grader Ordnung und negativ oder von grader Ordnung 
und positiv ist; dagegen tritt weder ein Maximum, noch ein Minimum 
ein, wenn die erste nicht verschwindende Ableitung von ungrader Ordnung ist. 

Convexität und Concavität. Eine Curve ist im Punkte x^ y 
nach der positiven Seite der FAxe concav oder convex, je nach- 

dem für diesen Punkt -— S ist. 

Unter dem Contingenzwinkel einer Curve vers.leht man den 

Winkel, den zwei benachbarte Tangenten, also auch zwei benachbarte 

Normalen der Curve mit einander bilden; er ist gleich dem Differential 

da des Winkels a, den die Tangente mit der positiven XAxe einschliesst. 

Man findet für rechtwinklige Coordinaten 

dxd^y — dyd^x 



Idxv^ dv 
da = cos^a (2tanga = l^l d-^ = 



ds^ 
Berührung der Curve n. Wenn zweiCurven in einem gem^n- 

samßn Punkte noch eine gemeinschaftliche Tangente besitzen, so berüh- 
ren sie sich in diesem Punkte. Die Art der Berührung kann jedoch 
eine sehr mannigfache sein. Beschreibt man in dem betrachteten Punkte 
einen Kreisbogen mit dem an der Grenze unendlich kleinen Radius^ r 
und bezeichnet dasjenige Stück desselben, welches zwischen den gegebenen 

Curven liegt, mit a, so kann man das Yerhältniss — nach steigeilden 

Potenzen von r entwickeln, wodurch man etwa erhalten wird 

r 
Man nennt nun Ordnung der Berührung oder des Contactes 

der beiden Curven in dem betrachteten Punkte den niedrigsten in der 

obigen Entwicklung auftretenden Exponenten von r. 
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In dem Falle, wo die als FunctioDen der Abscisse betrachteten 
Ordinalen beider Curven in der Nähe des gemeinschaftlichen Punktes 
eine Entwicklung nach dem Taylor'schen Lehrsatz gestatten, erhält diese 
Definition folgenden, für die unmittelbare Anwendung geeigneten Ausdruck : 
Zwei Curven gehen in einem bestimmten Punkte , welcher für keine der- 
selben ein singulärer ist, einen Contact nter Ordnung mit einander ein, 
wenn für diesen Punkt die Ordinate und die n ersten Ableitungen y, 

-p , . • . -v~ für beide Curven gleich sind, während die (n + 1) ten Ab- 

leitungen verschiedene Werthe haben. Dabei haben die Curven (n + 1) 
benachbarte Punkte mit einander gemein und schneiden sich in dem 
betrefienden Punkte gegenseitig oder berühren sich , ohne einander zu 
schneiden, je nachdem n eine grade oder ungrade Zahl ist. Voraus- 
gesetzt wird hierbei, dass die beiden Curven gemeinsame Tangente nicht 
parallel der FAxe sei. 

Der Krümmungskreis einer Curve im Punkte x^y hat ausser 
dem Punkte x, y im Allgemeinen noch zwei benachbarte Punkte mit der 
Curve gemein. Sein Radius q heisst der Krümmungsradius und 
sein Mittelpunkt der Krümmungsmittelpunkt. Der letztere kann 
auch als der Durchschnitt zweier benachbarten Normalen betrachtet 
werden. Eim'ge der gebräuchlichsten Ausdrücke für den Krümmungs- 
radius in rechtwinkligen Coordinaten sind: 

ds ds^ ds^ 



Q = 



da dx d^y — dy d^x ^(rf2a;)2 + {d'^yY— (d^y 

ds 



Wird X als unabhängige Veränderliche betrachtet, so ist 

Mir 

^ - .d^y 
dx^ 

und lur die Form F(a?, y) = der Curvengleichung wird 
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\Syf Sx^ dx 8y dxdy \dxf öy* 

Bezdchnet man die Coordinaten des KrämmuDg8initt(Blpunkte8 für 

den Punkt x,y mit X, F, so ist 

oder X = x-^ r > ^«2^+ ^ "^^ 



dx'^ dx^ 

Evolute und Evolvente. Der geometrische Ort der Krum- 

mungsmittelpunkte einer Curve heisst die Evolute (developpee) der gege- 
benen Curve, während die gegebene Curve selbst die Evolvent e (develop- 
pante) der letzteren genannt wird. Sind die Coordinaten x, y eines beliebigen 
Punktes der* gegebenen Curve durch eine dritte Veränderliche t ausge- 
drückt, so werden auch die Coordinaten X und Y eines Punktes der 
Evolute im Allgemeinen als Functionen derselben Veränderlichen erschei- 
nen. Gelingt es, in diesem letzteren Falle die Grösse ^ oder in dem 
Falle, wo x die unabhängige Veränderliche ist, mit Hülfe Att Gleichung 
der gegebenen Curve die Grössen x und y zu eliminiren, so erhält man 
eine Gleichung zwischen X und F für die Evolute. 

Die Normale der Evolvente ist zugleich Tangente der Evolute. 
Ferner folgt aus der leicht zu beweisenden Gleichung dQ tss ^ dX'^-h dY^y 
dass die Bogenlänge zwischen zwei Punkten der Evolute gleich dem Uq- 
terschied der zu diesen Punkten gehörigen Krümmungsradien der Evol- 
vente ist. Man kann sich daher die Evolvente entstanden denken durch 
Abwicklung eines unausdehnbaren Fadens, welcher in jeder seiner Lagen 
Tangente an die Evolute ist. 

Wenn die Gleichung der Evolute gegeben ist, so findet man für 
den dem Punkte X, F entsprechenden Punkt der Evolvente die Glei- 
chungen 

^ ^dX ^dY 

wo S die Bogenlänge der Evolute bezeichnet, gezählt von dem Punkte 
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« 

an, in welchem die Abwicklung beginnt, bis zu dem Punkte X, F. 
Können mit Hülfe der Evolutengleichung die Grössen X und F elimi- 
nirt werden, so erhält man eine Gleichung zwischen x und y für die 
Evolvenie. 

Singulare Punkte. Diejenigen Punkte, in welchen die Curve 
von der Convexität zur Concavitai übergeht und umgekehrt, heissen 
Inflexiops- oder W#n(]epunkte. Für einen aas der Gleichung 
f"(x) SB bestimmten Werth a von x tritt jedesmal ein Wendepunkt 
ein, wenn von den Ableitungen f"'{x), f^\x) etc. die erste Inr x^s a 
nicht verschwindende von ungrader Ordnung ist. Die Tangente in einem 
Wendepunkte (Wendet«angente) hat daher mit der Curve stets eine 
ungrade Anzahl (wenigstens drei) benachbarte Punkte gemein und schneidet 
die Curye. In einem solchen Punkte ist der Krümmungsradius unendlich 
gross, und man kann somit in manchen Fällen zur Bestimmung der 
Wendepunkte einer Curve eine der Gleichungen benutzen, die erhalten 
werden^ indem man die Nenner der verschiedenen Ausdrucke für q gleich 
Null setzt. • 

Ein Punkt, in welchem sich zwei oder mehrere Zweige einer Curve 
schneiden, heisst ein Doppelpunkt, resp. ein mehrfacher Punkt 
der Curve. Ist F(x,y)^ die Gleichung einer Curve und* wird voraus- 
gesetzt, es lasse sich die Function F(x,y) nach ganzen positiven Poten- 
zen von X — Xq und y — y^ entwickeln, wo Xq und y^ zwei beliebige 
specielle Werthe der Veränderlichen x und y bedeuten, so kann nach 
dem Taylor'schen Satze geschrieben werden 

Wenn dann ^(fl;^, ^0)3^0 ist, so ist der Punkt XQ^y^ ein Punkt der 
Curve, und die Tangente in diesem Punkte bat die Gleichung 

(^i....'<"-^''"0...,.-^-''»'-"- 



0. 
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Hat man ausserdem noch l^l =0 und I^I = 0, so ist der 

Punkt fl7o>^o ^^^ Doppelpunkt. Jede Gerade durch den Doppelpunkt 
kann in gewissem Sinne als Tangente angesehen werden; die Curve 
besitzt aber ausserdem im Allgemeinen noch zwei eigentliche Tangenten, 
welche beide zugleich durch die Gleichung 

dargestellt werden. Je nachdem die beiden so bestimmten Tangenten 
reell und verschieden, reell und zusammenfallend oder imaginär sind, ist 
der Punkt ^z^Q, ^o ein gewöhnlicher Doppelpunkt, ein Rückkehrpunkt 
(Spitze), sofern in diesem Punkte nicht Selbstberührung der Curve 
stattOndet, oderein isolirter oderconjugirter Punkt (Einsiedler). 
Verschwinden für x = a7o > y = Vo 3uch noch die zweiten Ableitungen, 
so ist der Punkt ein dreifacher, und die gleich Null gesetzten Glieder 
dritter Ordnung ergeben die zugehörigen Tangenten. U. s. f. 

Das Auftreten eines singulären Punktes ist daher . im Allgemeinen 
an die Bedingung geknüpft, dass gleichzeitig 

sei. Genügen die Werthe Xq^ y^ diesen drei Gleichungen , so lässt sich 
das Verhalten der Curve im Punkte x^^y^ auf folgende Weise ermitteln: 
Man denkt sich den Punkt x^^ y^ mit einem kleinen Kreise vom Radius 
Q umgeben und bestimmt die Punkte, welche dieser Kreis mit der zu 
untersuchenden Curve gemein hat, d. h. man setzt in die Gleichung der 
Curve B{x, y) = 

Ä? = a?o + (> cos y, y = ^0 + ^siny 
und sucht diejenigen Werthe von y, für welche F{q, y) verschwindet 
Dabei wird es im Allgemeinen hinreichen, nur die Glieder niedrigster Dimen- 
sion in ^, welche nicht identisch verschwinden, zu berücksichtigen. Die 
Anzahl und gegenseitige Lage dieser gemeinsamen Punkte lässt dann im 
Allgemeinen beim Uebergang zu einem unendlich kleinen q die Natur 'der 
Curve in diesem Punkte erkennen. 

Zur Bestimmung der Gestalt singulärer Curvenelemente kann in 
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manchen Fällen auch folgende Methode mit Vortheil angewendet werden : 
Wenn Xo^yo die Coordinaten des singulären Punktes sind, so denke man 
sich die Tangente in diesem Punkte zur Abscisseoaxe und die Normale 
zur Ordinatenaxe eines neuen rechtwinkligen Coordinatensystems gewählt 
und entwickle x und y nach steigenden Potenzen einer dritten unabhän- 
gigen Veränderlichen ^, so dass.man etwa erhält 

X — Xq = aP-l-ait^+^ + -*- , 

wo n > m ist und a und 6 von Null verschieden vorausgesetzt werden. 
Dann können vier Fälle eintreten: 

1. Wenn m eine ungrade und n eine grade Zahl ist, so liegt in 
der Nähe de^ Punktes aoo, y^ die Curve auf derselben Seite der Tangente 
und auf beiden Seiten der Normale, und die Singularität besteht darin, 
dass die Tangente mit der Curve einen Contact von höherer als der ersten 
Ordnung bildet 

2. Wenn m und n ungrade Zahlen sind, so liegt die Curve zu 
beiden Seiten sowohl der Tangente, als der Normale, und der Punkt 

^0' ^0 is^ ein Wendepunkt. 

3. Ist m eine grade, n aber eine ungrade Zahl, so liegt die Curve 
auf beiden Seiten der Tangente, aber auf derselben Seite der Normale. 
Die Curve bildet in diesem Falle im Punkte x^^y^ eine Spitze erster 
Art. 

4. Wenn endlich m und n grade sind, so liegt die Curve sowohl 
auf derselben Seite der Tangente, als auch auf derselben Seite der Nor- 
male, und die Curve besitzt in dem betrachteten Punkte eine Spitze 
zweiter Art oder einen Schnabel. 

Polarcoordinaten. Wenn dieGIeichung einer Curve in Polar- 
coordinaten f (r, y) = oder r «/'(y) gegeben ist, so erhält man 
leicht sämmtliche bisher angeführten Grössen mittelst der Transforma- 
tioDsformeln 

0? SS r cos 9^, y == rsin y, 
wobei r denLeitstrahl (Radius vector) und 9 denPolarwinkel 
(Abweichung) bedeutet. Es ist z.B. 



ISS 



dy^ 


dr . 
sm qp -p H- r cos fp 


dx 


dr 
^ d€p ^ 



d^y ^ \d(pf dg)^ 

dx^ "■ / dr . ^i* 

(cosy— — rsin^j 



Ferner wird das Bogendifferential 

d$ = >/(dr)M^9Ö* , 
der Contingenzwinkel 

der Krümmungshalbinesser 

{-\ 

\d<f>f 



da äs \d<p 



X=:rcos9.- , ^,^ 



"^ da , ^ ldr\^.rdw ^ , al^^\? ^^^ 

Die Coordinaten des Krummungsmittelpunktes sind 

\d(p1 ' dffi^ 

Für die Untersuchung einer auf Polarcoordlnaten bezogenen Curve ist es 
häufig zweckmässig, den Winkel & in Betracht zu ziehen, den der Leit- 
strahl eines Punktes mit der durch den Punkt an die Curve ge2ogenen 
Tangente bildet. Es ist 

d-^a — 5P, d^^da — dq*, 

sm^-ss -~-, cos^ = 3-, tango-ss — r^ • 
ds d$ ^ dr 

Erriditet man auf den Radius vector im Pole eine Senkrechte, 

welche die Tangente und die Normale der Curve schneidet, so erhäh 

man, entsprechend den Bezeichnungen für Parallelcoordinaten , indem 

man an Stelle der XAxe die erwähnte Senkrechte setzt, die Polar- 

. tangente, — normale, — subtangente, — subnormale. 

Es ist 
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% = r 



Wenn dem Werihe 9) s a ein unendlich grosser Radius vector r 
entspricht, so besitzt die Curve eine diesem Radius vector paraJleJe 

Asymptote, falls für y » a die Subtangente , einen endlichen Werth 

behält. 

B. Raumcurven. £ine doppelt gekrümmte Curve oder eine 
Raumcurve kann dadurch gegeben werden, dass man die rechtwinkligen 
Coordinaten x, y^ z eines beliebigen Punktes derselben als Functionen 
einer vierten Veränderlichen t darstellt: 

Kann aus diesen drei Gleichungen die Grösse t eliminirt werden, so er- 
hält man zwei Gleichungen 

^i(^> y» ^) = 0, V^{x, y, z) = 0, 
welche, zusammengenommen, die Curve als Durchschnitt zweier Flächen 
erscheinen lassen. 

Bezeichnen a, ß^ y die Winkel, welche die Tangente an die 
Curve im Punkte x^ y^ mit den Coordinatenaxen einschliesst, so 
findet sich 

dx a dy ^^ 

cosa = ^-, cosa = -5^ , cosy = -j- , 
d$ . d$ ' d$ 

wo ds a= 4dx^ + ^y^ + ^^^ 

das Bogendifferential der Curve bedeutet. 

Es sind demnach die Gleichungen der Tangente im Punkte x^y^z 

hz^ _ 5 — y ^ C— ^ 

dx dy dz ' 

H H ~dt 

und die Gleichung der Normalebene in diesem Punkte wird 

gcS-»)-H|(,-,)+S«-.) = 0. 

Diejenige Ebene, welche zwei benachbarte Curvenelemente oder 

ausser dem Punkte x^y^z noch die zwei benachbarten Curvenpunkte 

10* 
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enthält, heisst die Osculations- oderSchmiegungsebene oder auch 
die Krümmungsebene der Curve im Punkte x^y^sf. Ihre Gleichung 
lautet : 

A{^-x) + B^Ti-y) + C(^-d) = 0, 
wo A^dyd}^ — dad^y, B^dzd'^x — dxd^0, C == dxd^y — dyd^x. 
Die Normale dieser Ebene im Punkte x,yy0 heisst die Binormale der 
Curve , weil sie auf zwei benachbarten Curvenelementen zugleich senk- 
recht steht. Sind l, ju, v die Winkel, welche dieselbe mit den Coordina- 

tenaxen einschliesst, so ist 

, A B C 

cosA = — , cosju=— , cosy=-j^, 

Wird der Winkel zweier benachbarten Tangenten oder der Con- 
tingenzwinkel mit dT bezeichnet, so findet sich 

== yl(d cos a)* + (dcos ßP + (d cos y)* . 

Das Yerhältniss des Contingenzwinkels dt zum Bogendifierential 

ds heisst die erste Krümmung der Curve oder die Krümmung in 

der Oscuiationsebene. Bezeichnet man den Radius der ersten Krümmung 

mit Qy so hat man die Beziehungen 

, , ds ds* 

Unter der Hauptnormale der Curve im Punkte x,y,e versteht man 

diejenige Normale, welche in der Oscuiationsebene liegt. Werden die 

Winkel, welche sie mit den Coordinatenaxen bildet, mit a, 6, c bezeichnet, 

so findet sich 

. ^dx dy 

dcosa ds , dcosß ds 

d — 

dcosY ds 
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In der Hauptnormale liegt der Krümmungsmittelpunkt, dessen 
Coordinaten sind: 

d— d^ d— 

Man nennt den Winkel, den zwei benachbarte Osculationsebenen 
mit einander bilden, den Schmiegungs- (Torsions-) oder Wind ungs- 
winkel. Wird derselbe mit dd- bezeichnet, so ist 

Wenn für alle Werthe von x^y^z die Grösse (2^ = oder der Zähler 

von d^, d. i. die Determinante 

dx dy dz 

(Pa? (Py d^0 = 

d^X d}y d^0 
ist, so ist die Curve eine ebene Curve. 

Zwischen den Winkeln a, 6, c; a^ß^y "^^ K(^y'^ bestehen folgende, 

von Frenet herrührende Formeln: 

(Icosa dcosX , dcosß dcosu 

'^"* — itr dT' *'»**"-i^ dd-' 



cosc 



dcosy c^cosy 



dT d& 

Das Verhältniss des Schmiegungswinkels zum Bogendifferential 

heisst die zweite Krümmung oder die Windung (Torsion) der 

Curve, und der reciproke Werth r der zweiten Krümmung 

ds 
^ "^ d^ 
wird der Radius der zweiten Krümmung genannt. 

Zuweilen wird die Grösse 

dk «= yldi^Tdd^^ 

als Winkel der ganzen Krümmung der Curve bezeichnet. Es ist 

diess der Winkel^ den zwei benachbarte Hauptnormalen mit einander ein- 

scbliessen. Nach Analogie der ersten und zweiten Krümmung einer 

doppelt gekrümmten Curve wird das Verhältniss 



dk /Jdtx^ . idd^\^ / 1 . 1 1 

d7= VU)+(^) --y/T'^T^'^-R 



* 
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die ganze ((.rütnmung und die Grösse R* der Radius der ganzen 
Krümmung der Curve genannt. (Schell.) 

Die £bene, welche im Punkte x,y,e senkrecht steht aut der 
Hauptnormale, heisst rectificirende Ebene. Ihre Gleichung ist 

cosa (^ — x) + cos6 (17 — y) + cos c(^ — 0) = 0. 
Die Schnittlinie zweier benachbarten rectificirenden Ebenen heisst recti- 
ficirende Kante. Bezeichnet man die Winkel, welche die rectificirende 
Kante mit den Coordinatenaxen einschliesst, mit a*, 6*, c*, so ist 

cosa* = -^cosa + -r7CosA =B — cos« -\ cosA, 

dk dk r q 

cos 0* = -TT cos/J + ^7- cosu = — COS/J H COSjU, 

dk ^ dk ^ r q 

^ d» dv R* . Ä* 

cos c* = -77- cos y + -TT cos V = — cos y H cosv. 

dk ' dk r ' (ß 

Diejenige Kugelfläche, welche in einem bestimmten Punkte der 
Raumcurve vier unendlich benachbarte Punkte mit der Raumcurve 
gemeinsam hat, heisst Schmiegungskugel der Raumcurve in diesem 
Punkte. Ihr Mittelpunkt, welcher der Schnittpunkt dreier benachbarten 
Normalebenen ist, hat von der OscuJationsebene den Abstand 

d^ 4s 
Der Radius R der Schmiegungskugel ergibt sich aus der Gleichung 

Die Schraubenlinie, welche im Punkte x^y^g mit der Raumcurve 
alle hier berechneten Grössen, mit Ausnahme der Schmiegungskugel, 
gemein hat, wird die osculirende Hei ix der Curve genannt. Die 
Axe des Rotationscylinders, auf welcher dieselbe liegt, ist der rectificiren- 
den Kante parallel. Werden die Coordinaten eines Punktes dieser 
Schraubenlinie gegeben durch die Gleichungen 

X ssmcosg)^ y^^msmg), z^n% 
so sind die Constanten m und n zu bestimmen aus den Gleichungen 

^ m n 

wo Q und r die Radien der ersten und zweiten Krümmung der vorlie- 
genden Ra''mcurve im Punkte x,y,z sind. 
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C. Krumme Oberflächen. Eine krumme Oberfläche kann 
allgemein gegeben werden durch drei Gleichungen, welche die rechtwink- 
ligen Coordinaten eines beliebigen Punktes der Fläche als Functionen 
zweier unabhängigen Veränderlichen u und v darstellen: 

X = /i(t«, »), y = fi(u, »), z = /aOi, v). 

Gelingt es, hieraus die Grössen u und v zu eliminiren, so erhält man 
eine Gleichung zwischen x,y,z als Gleichung der Fläche 

F{x, y, z) = 0, 
welche durch Auflösung nach z, iails dieselbe möglich ist, die Form 
annimmt 

Eb werde zur Abkürzung gesetzt 

ö^ _ dz d^z d^z d^z _ 

Die Gleichung der Tangentialebene an die Fläche im Punkte x,y,z ist 

oder ^— ;8? »=p($— a?) + g(^— y). 

Sind X, y, Z die Cosinus der Winkel, welche die Normale im Punkte 

Xjif^z mit den Coordinatenaxen einschiiesst, so wird 

^"'waa;' ^*way' ^~iFö;^^ 



wo 



-'vmo'-m- 



oder wenn die Fläche durch die Gleichung z = f(x, y) gegeben ist 



>/l + p2 + ^2' >/i + p* + g2' >/l+P* + 9* ' 

und die Gleichungen der Normale sind demnach 

~5f "" ^""" ^ 

C^iC 5^^ Ö;8? 

Die Länge der Normale vom Berührungspunkt der Tangentialebene 
bis zur 
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Ebene der YZ wird = .^ 1+(|)V(|)* =-^ . W 

dx 



?> 



„xz., =,yi+(|)V(|)-=_^^-.^ 



Jede durch die Normale im Punkte x, y^ z gelegte Ebene schneidet die 

Fläche in einer Curve, welche Normalschnitt genannt wird. Bildet 

die Tangente an den Normalschnitt im Punkte a;, y, z die Winkel a, ß, y 

mit den Coordinatenaxen, so ist der Krümmungsradius R des Normal- 

Schnittes 

B- Vl + y^ + g^ 

r cos^a + 2s cos a cos /? + ^cos*/? 
Der Krümmungsradius eines schiefen Schnittes, dessen Ebene durch 

dieselbe Tangente (a, /?, ^) geht und mit der Ebene des Normalschnittes 
den Winkel a> bildet, hat zum Ausdruck 

psjtcosca. (Satz von Heunier). 
Unter sämmtlichen Normalschnitten im Punkte x, y, z gibt es im Allge- 
meinen zwei, deren Krümmungsradien resp. ein Maximum R^ und ein 
Minimum R^ sind. Diese Normalschnitte, deren Ebenen senkrecht auf 
einander stehen, werden Hauptnormalschnitte und die zugehörigen 
Krümmungsradien Hauptkrümmungsradien genannt. Die Richtun- 
gen der Hauptnormalschnitte sind bestimmt durch die drei Gleichungen 
[:pqt— (1 + q^)s\ cosV + [(1 + P*)^— (1 + ?*) r] cos acos /? + 

4- [(l + p^)s — p^rjcos^a = 0, 
cos^a + cosV + cos^y = 1, 
cosy s= pcosa + ^cos/y, 
während die Hauptkrümmungsradien sich ergeben aus den Gleichungen 

»~^~= TT-. — ^-, — r^ » (Gauss^sches Krümmungsmass.) 

«1*2 (l+F + r) 

1 A^ (l+g*)r— 2p5s + (1+1)2) r 

«-+»-«' ^^ H; — TV — ^x« ■ (Mittlere Krümmung). 

Äl il2 (1 + p2 ^ ^2) J 
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Zwischen dem Krümmungsradius R eines beliebigen Nojrmalschnilles, 
dessen Ebene mit der Ebene von B^ den Winkel g> bildet und den 
Hauptkrümmungsradien besteht die Beziehung 

l^copp_^«nV. (Satz von Euler.) 

Ein Punkt, in welchem die Hauplkrümmungsradien und in Folge dessen 

die Krümmungsradien sämmtlicher Normalschnitte einander gleich sind, 

heisst ein Kreispunkt oder ein Nabelpunkt der Fläche. (Umbilicus). 

Das Vorkommen eines Kreispunktes bedingt das gleichzeitige Bestehen 

der Gleichungen 

r t j^^ 

1+p* 1+a* pq 
Cylinderflächen. Eine cylindrische Oberfläche entsteht im 

Atigemeinen durch die Bewegung einer geraden Linie, die während ihrer 

Bewegung einer andern festen Geraden parallel bleibt und immer durch 

eine gegebene Curve, die Leitcurve, geht. 

Seien die Gleichungen der beweglichen Geraden 

ax-i-by -hcß = a, 
ax-^-b'y-hce = ß. 
Hierin sind a, 6, c, a^ b'y c als constant, a und ß dagegen als verän- 
derlich zu betrachten, so jedoch, dass ßssg)(a) irgend eine Function 
von a sein muss, die von der Natur der leitenden Curve abhängt. Dem- 
nach sind sämmtliche Cylinderflächen in der Gleichung enthalten 

ax + b'y + C0 « g>{ax + 6y + c0). 
Durch Differentiation und Elimination der willkürlichen Function 9) erhält 
man hieraus die parlielle Differentialgleichung der Cylinderflächen 

(c'b — cb')p'h(ac—ac)q—(b'a — ba) = 0, 
welche ausdrückt, dass die Tangentialebene an den Cylinder beständig der 
Geraden ää: + 6y + cif = 0, ax + b'y + C0 = parallel bleibt. 

Kegelflächen. Eine conische Oberfläche wird durch die 
Bewegung einer geraden Linie erzeugt, welche beständig durch einen 
gegebenen festen Punkt und durch eine gegebene Curve, die Leitcurve, 
geht. 

In den Gleichungen der erzeugenden Geraden 
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X — rt y — b _ e — c 

A ™ ~ir ~ c 

, X — a A y — 6 B „ 

sind a, 6, c, die Coordinaten des gegebenen festen Punktes, als constant, 
a und ß dagegen als veränderlich anzusehen, so^zwar, dass ß » g>(ay 
irgend eine von der Natur der leitenden Curve abhängige Function von 
a ist. Die Gleichungen sämmtlicfaer Kegelflächen sind demnach von der 
Form 



z — C ^ \0 — c/ 



Die partielle Diflerentialgleichung der Kegelflächen 

— c =:p(a? — a) + }(y— ft) 
zeigt, dass jede Tangentialebene einer conischen Oberfläche durch den 
Mittelpunkt der Fläche geht. 

Rotationsflächen. Eine Rotationsoberfläche entsteht durch die 
Bewegung eines Kreises von veränderlichem Radius, dessen Mittel- 
punkt stets aui einer gegebenen geraden Linie (Rotationsaxe) 

X ~« _ y — b — c 

bleibt, während seine Ebene beständig senkrecht zu dieser Geraden ist. 
Ein Kreis im Raum wird bestimmt als Schnitt einer Kugelfläche mil 
einer Ebene. Die Gleichungen des beweglichen Kreises werden demnach 
sein (o;— a)2+(f — 6)2 + (;3— c)^ «= ß 

Ax + By + Cz SS a. 

Hierin sind die Grössen a, b, c; A, B, C constant, während zwischen 
den Veränderlichen a und ß eine Bedingungsgleichung ß se= q){a) statt- 
finden muss, welche von dem Gesetze abhängt, nach welchem der Radias 
des beweglichen Kreises sich ändert. Die Kenntniss einer ebenen oder 
doppelt gekrümmten Curve, welche auf der Fläche liegt und durch deren 
Rotation man sich die Fläche entstanden denken kann, reicht im Allge- 
meinen zur Bestimmung der Function ^ hin. Die Gleichung der Rota- 
tionsfläche wird demnach die Gestalt haben 

{x—ay + {y — hf + {z—cf « y (ia? -f- By+ Cz), 
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Die partielle Differentialgleichung der Rotationsoberflächen lautet 
P [.B{js-'c)—C{y - 6)]+9 [C{x^a)^A{0-cy] — lA(y—b)—Bix^a)-] = 0. 
Enveloppen. Wird in der Gleichung einer ebenen Curve 
U SB f(Xy ^, a) sn der Parameter a variabel gedacht, so entspricht dieser 
Gleichung eine ganze Schaar von Curven. Zwei Curven der Schaar, 
welche benachbarten Werthen von a entsprechen, werden sich inn Allge- 
meinen schneiden. Für die Schnittpunkte bestehen gleichzeitig die 
Gleichungen 

u^o, 1^ = 0. 

da 
Die Elimination von a aus diesen Gleichungen, sofern dieselbe möglich 
ist, ergibt eine Relation zwischen x und y, F{x^y)aBiO^ welche unab- 
hängig von dem specielien Werth von a ist und somit die Gleichung der- 
jenigen Curve darstellt, in welcher sämmtliche Schnittpunkte benachbarter 
Curven der Schaar liegen. Diese Curve F{x,y)^0 wird die einhül- 
lende Curve oder die Enveloppe, die Curvenschaar UveesO dagegen 
die eingehüllte (envelopp^e) genannt. Die einhüllende Curve hat in 
jedem ihrer Punkte eine gemeinschaftliche Tangente mit der gegebenen, 
ihrer Form und Lage nach veränderlichen Curve. 

Denkt man sieh ebenso in der Gleichung der Fläche U^f{x^ y, ;ef,a)«0 
den Parameter a stetig veränderlich, so stellt diese Gleichung eine Schaar 
von unendlich vielen Flächen dar. Zwei benachbarten Werthen von a 
entsprechen zwei Flächen der Schaar, welche sich im Allgemeinen in 
einer Curve schneiden , die Charakteristik genannt wird. Für die- 
selbe gelten demnach die Gleichungen 

da 
Durch Elimination des Parameters a aus diesen beiden Gleichungen er- 
hält man eine Gleichung zwischen x,y,is, welche allen Charakteristiken 
zukommt. Es ist diess die Gleichung der einhüllendenFläche. 
Die Schnittpunkte zweier benachbarten Charakteristiken genügen den 
drei Gleichungen 

Sohncke's Anfgabensammliing. 1. 11 
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Gelingt es, aus diesen drei Gleichungen a zu eliminiren, so erhält man 
zwei Gleichungen zwischen x^y^z, welche diejenige Curve darstellen, 
auf welcher die Schnittpunkte je zweier benachbarten Charakteristiken 
liegen. Diese Curve führt den Namen Rückkehrkante oder Wen- 
dungscurve oder Gratlinie. (Arele de rebroussement). Sie wird 
ebenso von allen Charakteristiken berührt, wie die einhüllende Oberfläche 
von allen eingehüllten. 

Abwickelbare Flächen. Wenn die veränderliche Fläche, deren 
Gleichung ü =0 nur von dem einzigen willkürlichen Parameter a ab- 
hängt, eine Ebene ist, so heisst ihre Enveloppiß eine developpable 
oder abwickelbare Fläche. In diesem Falle ist die Charakteristik 
eine gerade Linie, und die ganze Fläche kann als aus lauter ebenen 
Elementen bestehend angesehen werden. Da diese unendlich schmalen 
Elemente sich längs gerader Linien an einander anschliessen, so können 
sie in eine Ebene ausgebreitet oder abgewickelt werden. Zwei benach- 
barte Erzeugende einer developpablen Fläche schneiden sich in einem 
Punkte; die Gesammtheit dieser Punkte bildet eine Raumcurve, die 
Rückkehrkante der developpablen Fläche. Die Erzeugenden der de- 
veloppablen Fläche sind die Tangenten der Rüdikehrkante; die Ebenen, 
welche zwei benachbarte Erzeugenden enthalten, also die Tangentialebenen 
der developpablen Fläche, sind die Osculationsebenen der Rückkehrkante. 
Man kann sich daher jede developpable Fläche entstanden denken sowohl 
als Enveloppe der Tangenten einer Raumcurve, als auch als Enveloppe 
der Schmiegungsebenen derselben. 

Wenn z = ax-^hy-hc 

die Gleichung der beweglichen Ebene ist , welche in allen ihren Lagen 
Schmiegungsebene einer gegebenen Raumcurve sein soll, so werden die 
Coefficienten b und c Functionen von a sein , b = y («)> c = tp(d)y 
welche abhängen von der Natur der gegebenen Raumcurve. Man hat 
demnach 

= oa7 + y(a).y + i//(a). 
Denkt man sich von einem Punkte der Curve, welcher einem speciellen 
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Werthe von a entspricht, zum nächstfolgenden übergegangen d. h 
di£ferentiirt man diese Gleichung in Bezug auf a, so erhält man 

da da 

d V(a) d V(a) 

Die beiden ersten Gleichungen gehören der Charakteristik der Fläche 
an. Gelingt es, aus denselben die Grösse a zu eliminiren, so erhält man 
die Gleichung der developpablen Fläche; die Elimination von a aus allen 
drei Gleichungen würde zwei Gleichungen zwischen x, y, z ergeben, welche 
der Rückkehrkante der Fläche zukommen. 

Durch partielle Differentiation der ersten Gleichung erhält man 
frssa, g =s g>{a) oder q ^ qp(p). 
Eine Fläche ist daher abwickelbar, wenn zwischen p und q eine Bezie- 
hung besteht, die von x^ y, ^ unabhängig ist. Die Gleichung 0^ ax + 
+ y(a) . y + tp{a) liefert jetzt als eine weitere Form der Gleichung einer 
abwickelbaren Fläche 

0~px—qy = tp(p). 
Aus der Gleichung q » g>(p) ergibt sich endlich noch 

8 « (p'(p) . r, t « q>\p) . 8 
und hieraus durch Elimination von g>'(p) die partielle Differentialgleichung 
der developpablen Flächen 

s* = rt 



§•23« Beispiele. 

A. Ebene Curven. 
Tangenten und Normalen. 

1) Aufg. Es ist zu zeigen, dass das Stück der Tangente an dieCurve 

xi-i-yi ss=a', 
welches zwischen den beiden Coordinatenaxen liegt, die constante Länge 
a hat. 

2) Au ig. Welche Bedingung muss zwischen € und «j bestehen, damit 

x^ v^ 
die Ellipse -^-\ — 07/ i\ =1, wo «< 1, 

^ a^ a\l — e^j 
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x^ y^ 



und die Hyperbel 7» ,, f • ^ «= 1, wo e^ > 1, 

sich unter rechten Winkeln schneiden? 

Lös. Es muss ae^Ae^^ d.h. die beiden Kegelschnitte müssen 

confocal sein. 

3) A u fg. Man zäige, dass sich sämiDiiiche CurVen, deren Gleiiihung 

ist, indem n verschiedene constante Werthe beigelegt werden, in dem 
Putikte a, b berühren. 

4) Auig. Es soll bestätigt werden, dass die höchsten und tiefsten 
Punkte der Curve 

(a?2 + y^Y — a\x^ — y*) = 0. (Lemniscate) 

auf dem Kreise oj^ + y^Ä ^ liegen. 

5) Auig. ä^irachtet man in der Gldchung 

^ 2p 2p* 4p* 

C als variablen Parameter, so soll für die durch diese Gleichung darge- 
stellte Curvenschaar der Ort der Punkte bestimmt werden, in welchen 
die Tangenten der XAxe parallel sind. 

Lös. Der gesuchte Ort ist die Parabel x^ == 2py. 

6) Au fg. Auf welcher Curve liegen die Punkte, in denen die 

Tangenten an die einzelnen Curven der durch die Gleichung 

^ ^ . sina?+cosj? . 
y = Ce*+ 2 1 

dargestellten Curvenschaar mit der positiven XAxe einen Winkel von 
45® einschliessen ? 

Lös. Der gesuchte geometrische Ort ist die Curve y s sino?. 

7) Aufg. Fällt man von einem festen Punkte A aus Perpendikel 
auf sämtntliche Tangenten einer ebenen Curve, so bilden deren Puss- 
punkte eine neue Curve, welche die Fusspunktencurve der gegebe- 
nen Curve für den Punkt A als Pol genannt wird. 

Wenn dem Punkte P der gegebenen Curve ein Punkt n der Fuss- 
punktencurve entspricht, so soll gezeigt werden, dass die Tangente an 
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die Fusspunktencurve kn Punkte n ebenfalls Tangente an den Kreis ist, 
der über AP als Durchmesser beschrieben wird. 

8) Au fg. Man bestimme ffir den Coordinatenanfangspunkt als Pol 

die Fusspunktencurve der Curve 

/ mV* 

B 1. 



{^'-(f) 



Lös. Die Fusspunktencurve hat die Gleichung 



n 



Für a = 6 und n = I (Vergl. Aufg. 1) erhält man hieraus 

Für die gleichseitige Hyperbel, b sz a^—h »«2, ergibt sich die 
Lemniscate 

9) Aufg. Man zeige, dass die Fusspunktencurve der Curve 

r ^ asec' ^ 

für den Pol des Coordinatensystems eine Parabel ist 

10) A u fg. Es soll bewiesen werden, dass die Fusspunktencurve 

der Curve 

r" Ä a"cosnsP 
für den Pol des Coordinatensystems wieder eine Cttrve von derselben 

Art ist. 

11) Wenn eiile Curve A längs einer zweiten Curve B in derselben 
Ebene rollt, ohne zu gleiten, so beschreibt irgend ein mit der Curve A 
fest verbuödelier Punkt eine Roll 11 nie oder Roulette. 

Es soll gezeigt werden, dass die Normale in einem beliebigen Punkte 
der Roulette durch den entsprechenden Berührungspunkt der Curven A 
und B g^ht. (bescartes). 

Asymptoten. 12) Aufg. Es sind die Asymptoten folgender 

Curven zu bestimmen: 

a) y^ + x^ — 3axy = 0. (Foliüm von Descartes). 
Lös. y SB — X — a. 

b) xy^—x-{-2y^l = 0. 
Lös. a? a= 0, y = ±1. 
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Lös. y a= 1^, y = — a?±a. 
^) y^—3ff^x—yx^ + 2x^'hy^—6xy'h5x^—2y'\-2x-{-lt:^0. 
L ÖS. yss Xj y •= — x — 2, y e= 2a; + 1. 

e) xy^ + yx^ = a\ 

Lös. a?=0, y = 0, y = — a:. 

f) rcosy = acos29). 
Lös. rcosjp Ä — a. 

g) r^ SS a^ 



.2 .^^2 sin 3» 

G0S9P 

r - ^ 

Los. 5P a= — • 



2 

h) ry 5= a. (Hyperbolische Spirale). 

Lös. rsinq) = a. 
i) r cos 25p = a. 

Lös, r(sin5p±cos9p) =db-7=* 

\2 
Singulare Punkte. 

Wendepunkte. 13) Au fg. Man bestimme die Wendepunkte 

folgender Curven: 

a) t/ SB a^ —i — i» 

k=a(2 + >/3), _ |a73 = a(2->/3),^ 
Lös- ?« 3- { a 1+V3 I g -14-V3 

Die drei Punkte liegen auf der Geraden y — ae= — {(x-i-d). 

b) y = 3a;5 — 2a?«. 

Lös. a; = 0, y »0; a; = 1, y Ä 1. 

Die Gerade y == ist eine fünfpunktig berührende Wendetangente. 

c) x^' — axy — b^y= 0. (Trident von Newton). 
Lös. a? Ä 0, y = 0. 

d) y = 3a;5 + 5a;* — 10a:« — 30a;2 4- 4a? + 8. 
Lös. a; = + l, y = — 20. 

Der Punkt a? s= — 1, y = — 14 ist kein Wendepunkt 

e) y « sin^a?. 
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Lös. X SS nn, j^ s 0, wo n eine ganze Zahl bedeutet; 
X = arctang (dzV2), y = (|)*. 

f) yss^x — |sina? + ^sin2a;. 

Lös. Die Punkte x = 2k7i, y =: kn^ wo Ar irgend eine ganze Zahl 
bedeutet, sind Wendepunkte, welche beziehungsweise mit den Geraden 

y zxi kn fünf unendlich benachbarte Punkte gemein haben. Die Punkte 

2it+l 
a; acs (2ür + l)7r, y« — o" ^ sind gewöhnliche Wendepunkte. 

g) r*3s a*cos29>« (Lemniscate). 

7t 

Lös. r = 0, ,9)=±-j-- 
h) r = 2 i ' 

Lös. »"=-2» 9 = ±V3- 

i) r = ay*- 

Lös. r = a[—n(it 4-1)] ^, 9= [—»(n + !)]*• 
Für n = — 1 verliert dieses Resultat seine Bedeutung. Die Spirale, die 

sich für n SS — 1 ergibt, nämlich r ^^ — ist bekannt unter dem Namen 

Li tu US. Sie besitzt einen Wendepunkt für r = V^a, g> = ^. 

14) Aufg. Wenn in den folgenden drei Gleichungen a einen 
variablen Parameter bezeichnet, so wird der geometrische Ort der Wende- 
punkte sämmtlicher Curven der durch diese Gleichungen gegebenen Cur- 
venscbaaren verlangt. 

2^) y = -5- + asina?. 
Lös. y BS Y"^^- 

b) y = 



Lös. y = ^. 
c) y Ä a«* — x^ — 1. 
Lös. y = — aj* + 1. 

15) Aufg. Es sind die Singularitäten folgender Curven zu unter- 
suchen: 
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a) y' + aj* — 3o«y = 0. (Folium von Descartes). 

Lös. Der Anfangspunkt der Coordinaten ist ein Doppelpunkt, 
und die Coordinatenaxen sind die Tangenten in demselben. 

b) X*— 2«y» — 3a*y* ~2a^x^ + a* = 0. 
Lös. Die Curre besitzt drei Doppelpunkte: 

«= 0, y = — a; ^ = ±VI, 
ar« fl.y- 0; ^-.±^, 
0,: fl,y= 0; 5^-±^- 



.1/i.S 



c) . V^ft)» +y^"=^^' (Conchoide). 

Lös. Der Punkt »äO, y= — 6 ist ein Doppelpunkt, ein Rück- 
kehrpunkt erster Art oder ein isolirter Punkt, je nachdem ft = a ist. 

d) y* + a?* — 2Äy' + 26a?2y »:0. 

Lös. Der Coordinatenanfangspunkt ist ein dreifacher Punkt. Die 
Tangenten an die drei Curvenzweige sind bestimmt durch 

$? = Ound^-±V^-. 
dx dx \ a 

e) (x^ + y'^y—Aa^x^y^ = 0. (Vergl Aufg. 8.) 

Lös. Der Coordinatenanfangspunkt ist ein vierfacher Punkt. Die 
Coordinatenaxen sind die Tangenten an die vier Curvenzweige. 

f) ir* + y*— 2aXa^* + 3^2) + a* = 0. 

Lös. Die vier Punkte a; = 0, y^±a; ^ = ± VF» 

sind Doppelpunkte. Wenn eine Curve vierter Ordnung vier Doppel- 
punkte besitzt, so muss sie in Curven niedrigerer Ordnung zerfallen. Die 
vorliegende Curve zerfallt in die beiden Ellipsen a?2 + ^2a?y-^y2 _^2-- 
und x^—}l2xi/'{-y'^ — a^ = 0. 

g) a;* + ajy— 6«ir«^+ay = 0. 

Lös. Die Curve berührt sich selbst im Coordinatenanfangspunkt, 
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und die XAxe ist die gemeinsame Tangente der sich berührenden Cur- 
venzweige. 

h) (6y — cxf - {x—aY = 0. 

Los. Die Curve kann auch dargestellt werden durch die Gleichungen 

tu* 

Der Punkt rc; » a, ^ a= — ist ein singulärer. Die Tangente in diesem 

Punkte hat die Gleichung 

ae e . . 

Bezeichnet man die Coordinaten eines Curvenpunktes in Bezug auf diese 
Tangente als Abscissen- und die zugehörige Normale als Ordinatenaxe 
mit ^ und 7], so hat man zu setzen 

ac h . . ac c f . 

§ = C • . -, 7} 9sO • 



wodurch man erhält 

Da hier m »= 2, n =s 5 ist (vergl. § 22) , so bildet die Curve in dem 
betrachteten Punkte eine Spitze erster Art. 
i) y—h9s{x—a)^-{'{x — a)*. 

Lös. Setzt man a; — a acs /** » i;^, 

so ist m SS 4, n = 12. Folglich ist der Punkt x^a, y = 6 ein Bück- 
kehrpunkt zweiter Art; die Tangente in diesem Punkte ist der ^Axe 
parallel. 

k) x^—iax^y — axy^-\ ^ «=0. 

Lös. Drückt man x und y als Functionen der dritten Veränder- 
lichen t aus, wornach z. B. 

X sa= at^i 






11* 
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so erkennt man, da 911 = 2, ns=4, dass die Curve im Coordinaten- 
anfangspunkte eine Spitze zweiter Art bildet. Die X Axe ist die zugehö- 
rige Tangente. 
1) (y^ — a?2)*— a;*sina; = 0. 

Lös. Betrachtet man nur Punkte der Curve, die in dem Intervall 
von o; = bis xss n liegen^ so findet man, dass im Coordinatenanfangs- 
punkte sich vier Zweige der Curve zu zwei Spitzen erster Art vereinigen. 

Der Punkt o; = ^- , ^ s= ist ein Doppelpunkt, dessen Tangenten be- 

dtJ TT 

Stimmt sind durch die Gleichung ^ = ± -j- • 

m) X = r{g> — siny)j 

y = r(l— cosqp). (Cycloide). 

Lös. Entwickelt man sin 9) und cos^ nach steigenden ganzen 
Potenzen von y, so wird 

Da hier in = 2, n = 3 ist, so sind der Coordinatenanfangspunkt 
und die Punkte x ==: 2Är77, j^ = 0, wo k irgend eii^e glänze Zahl bezeich- 
net, Ruckkehrpunkte ersler Art. Die Tangenten in diesen PjinkteD sind der 
YAxe parallel, 
n) a^y^ — 2a* (a + a;) icy 4- a (a + x^x^ — x^ == 0. 

Lös. Zunächst kann man schreiben 

X = a(2, y = a(e* + /♦ + 1% 
und man erkennt, dass der Anfangspunkt der Coordinaten ein singulärer 
Punkt ist. Wählt man hierauf die Tangente in diesem Punkte y — ifsi^O 
und die Normale y+x=Q zu neuen Coordinatenaxen , so erhäh naa^ 
mittelst der Formeln 

| = -|.(2f» + <• + <»), 
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Die Cftnre besitzt somit im Punkte xssOt y =^0 eine Spitze zweiter Art. 
o) (y + x-\'iy^(l—xy. 

Lös. Werden die Coordinaten eines Punktes der Curve ausge- 
drückt dnfcb eine dritte Veränderliche t 

x—l:^—t\ 

y +2= r^ + r«, 
so ergibt sieb, dass der Punkt x ^ 1, y = — 2 ein singulärer ist. Die 
Tangente in diesem Punkte bat die Gleichung (y + 2) + (a? — 1) = 0. 
Macht man nun diese Tangente zur Abscissen-, die zugehörige Normale 
zur Ordinatenaxe eines neuen Coordinatensystems vermittelst der Formeln 

. , . 2/* + r« f« 

so wird § tBB j= , T) = ^-r=. , 

>/2 ^ V2 
und man erkennt, dass die Curve in dem betrachteten Punkte eine Spitze 

erster Art besitzt. 

p) y* + (WJ* — V^xy'^ = 0. 

Lös. Im Coordinatenanfangspunkt besitzt die Curve einen drei- 
fachen Punkt, einen Wendepunkt und eine Spitze erster Art. 

Anm. Die meisten in dieser Nummer enthaltenen Curven finden 
sich in dem Werke von C ramer: Introduction ä Fanalyse des lignes 
courbes. (Genf 1750). 

Berührung der Curven. 

16) Aufg. lÜIan bestimme die Parabel, deren Axe der Ordinaten- 
axe parallel ist und welche mit der Curve 

x^ 

im Punkte x ss a, y ^^^ a einen Contact von möglichst hober Ordnung 

« 

bildet. 

Lös. Die Gleichung der Parabel ist Ix — -^1 = -ö" (y — t)' 

17) Aufg. Es ist zu zeigen, dass der Kreis 

i»* + y^ — 6(a; + y) + 10 = 
und die Curve V^ + Vy = 2 
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im Punkte x = y = 1 einen Conlact dritter Ordnung mit einander 
eingehen. 

IH) Autg. Es sollen die beiden Parabeln bestimmt werden, deren 
Axen den Coordinalenaien parallel sind und welche im Punkte x^ a, 
y=2a mit dem Kreise ic* + y* = 5a* einen Contact zweiter Ordnung 
bUden. 

Lös. Die Gleicbungen der gesuchten Parabeln sind 
/ 8«;* 2a /7a \ 

/ o\' 160/110 \ 

uTg. Es ist der geometrische Ort der Mittelpunkte derjenigen 
bestimmen, deren Axenrichtung bekannt ist und welche mit 

enen Curve in einem gegebenen Punkte derselben einen 
liter Ordnung bilden. 

Der gesuchte Ort ist eine gleichseitige Hyperbel, welche 
gegebenen Punkt geht 

ufg. Man bestimme die Asymptoten der Evolute der Curve 
y = tänga:. 

utg. Wird der Krümmungsradius in irgend einem Punkte 

mit Q bezeichnet, so soll bewiesen werden , dass der KrQm- 
j der Evolute dieser Curve in dem entsprechenden Punkte 



Lufg. Man berechne den Krümmungsradius der Curve 
r= asin2y. 

lUtg. Man bestimme den Krümmungsradius für die Päscal'- 
:ke. 

r = o 4- 6 cos y. 
= (61+2fflr— o^ 
^ 3ar + 26» — 2a*' 
>ulg. Es soll die Evolute der logarithmischen Spirale 

r = a'^-V 
erden. 
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Lös. Bezeichnet p den Abstand des Poles von der Tangente in 

einem beliebigen Punkte der Curve, so kann die Gleichung der Curve 

auch geschrieben werden in der Form « 

r 

^ "■ Vi + W* 

Wenn r und p' dieselbe Bedeutung für die gesuchte Evolute haben, 

wie r und p für die gegebene Curve, so hat man die Beziehungen 

dr 
p'^=sr^ — p\ r*=5r* + p* — 2pp, p=r-T-« 

Führt man für q seinen Werth ein, so erhält man 

• / 

/ r 

^ " >/l + {laY ' 
d. i. die Gleichung einer Spirale, welche der vorgelegten ähnlich ist. 

25) Au fg. Es soll bewiesen werden, dass in solchen Punkten 
einer gegebenen Curve> in welchen der Krümmungsradius einen grössten 
oder kleinsten Werth erreicht, der Krümmungskreis mit der gegebenen 
Curve einen Contact dritter Ordnung bildet. 

26) Aufg. Von welcher Ordnung ist die Berührung der beiden Curven 

X = 2(y— siny),> . /ö >« 

y = 2(1— cos ^)) ^ ^ 

im Coordinatenanfangspunkte? 

Lös. Die Ordnung des Contactes ist 4- 

27) Aufg. Von welcher Ordnung ist die Berührung der beiden 

Curven 

y =z xi und y = x^ 

im Coordinatenanfangspunkte? 

Lös. Die Ordnung des Contactes ist ^* 

(In dem Werke : Traite de calcul difl. et de calc. integral von J. Bertrand 

wird im l. Theil, pag.571 irrthümlich | als Ordnung des Contactes 

angegeben). 

Untersuchung einiger Curven. 

28) Aufg. Es soll die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte 
untersucht werden. 

Lös. Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts ist 
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y^ SS 2px T nx\ 
wo für den Fall , dass n » wird , die Gleichung y^ as 2px die der 
Parabel ist; ^^== 2px — pxi ist die Gleicbang der Ellipse und 
y^ = 2pX'\-nx^ die der Hyperbel. Die Grösse 2p heisst der Parameter 
der Curve und ist die durch den Brennpunkt gehende, auf der Hauptaze 
senkrecht stehende Sehne. 

Heissen a und 6 resp. die halbe Haupt- und Nebenaxe der Ellipse 
und Hyperbel, so ist 

p = — und n = — = = -^» 

dy^ p=Fna? 
dx y 

Die Gleichung der Tangente an einen Punkt (x\ y) ist 

Für a? = wird w = ^-7-; hieraus die einfache Construction 

y 

einer Tangente im Punkte {x\ y*) eines Kegelschnitts. Der Ausdruck 

vx 
y = —r wird für die Parabel = |y . Da für y = 00 auch y = 00 

ist, so hat die Parabel keine Asymptote. Für die Ellipse und Hyper- 
bel ist 

px^ p 

Für x' =s: 00 erhält man nur bei der Hyperbel den Grenzwertb 

y = — ^-p= = db 6, wenn man für p und n die oben angegebenen Aus- 

dbvw 
drücke einsetzt. Es hat also die Hyperbel zwei Asymptoten. Setzt man 

in der obigen Gleichung der Tangente x fs^oo und ^ = 0, so erhält 

man bei der HyperbeJ das zu ^sO gehörige x^^ — a. 

Die Gleichungen der Asymptoten der Hyperbel sind also 

y ^ < 1 y ^ t 

-f =1 und — -1 =1. 

a a 

Für die Parabel ist 
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die Gleichung der Tangente '.j^ — y' = -^(^ — i^') oder: yy '^p(x-hx); 

t ■ 

die Gleichung der Normale: y — y = — — {x — a;'). 

T == yl2px-\-4x^=:yly^-^4x'^, St = 2x\ 

^ = VK2^' + p) = Vy* + |>*i Sn= p, also constant. 

Die Coordinaten des Krümmungsmitteipunkts sind 

X ■= 3a; + p. 

Der Krümmungshalbmesser ist 
Die Gleichung der Eivoiute wird 

Isl die GleichUBg der Parabel x' s 2py, so ist X ss — 

„ 2p»+3a:'* (p» + a;'»)« 

^ ^ 2p ' ^ p* 

Die Gleichung der Evolute ist: Y — p « |plx*. 



x^ 



. Die Gleichung der Ellipse und Hyperbel, bezogen auf deren Mittel- 
punkt als Anfangspunkt lautet: 

Für einen Punkt {x',y) der Curve ist 

die Gleichung der Tangente y — y ä =f -j-ii^ — ^) oder 



a%c 



±^=1. 



Diese Gleichung gilt sowohl für ein rechtwinkeliges, als auch für 
ein schiefwinkeliges Coordinatensystem. 

Für y = wird ocx' « a\ Die Construction der Tangente an 
eine Ellipse oder Hyperbel in einem gegebenen Punkte (x\ y) derselben 
und ebenso von einem gegebenen Punkte ausserhalb derselben ist hier- 
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nach leicht. Um die letztere Aufgabe zu lösen, lege man durch den 
gegebenen Punkt die XAxe, suche zu derselben mit Hülfe einer belAinnten 
Eigenschaft conjugirter Durchmesser die FAxe und construire die Abscisse 
des Berührungspunktes der gesuchten Tangente mittelst der Gleichung 

Die Gleichung der Normale ist für das rechtwinklige Coordinaten- 
System » — »' = ± |sj (» — »'). 

oder a;^Ty-^=a:y(-pT^)- 

Für den Kreis ist 6 = a , also der Ausdruck rechts s 0, d. h. die Nor- 
male geht durch den Mittelpunkt des Kreises. Setzt man in der Glei- 

chung der Normale y = 0, so ist das zugehörige x^x ^ — = xe^^ 

Ol 

wenn e die Excentricität der Ellipse oder Hyperbel bedeutet. 

52 ^ ^2 /p'2 

Es ist femer Sn = T —^oi , St = -, — - • 

a* X 

Die Subtangente ist also unabhängig von (. 

«. 

Für den Krümmungsradius ergibt sich 

_ (g V + 6*a;»)* 

Die Coordinaten des Mittelpunkts der Krümmung ergeben sich aus 

Die Gleichung ' der Evolute der Ellipse und Hyperbel ist, wenn 
a* ip 62 = c* gesetzt wird, a^X* db 6*F* « c*. 



Die Gleichung der Hyperbel in Bezug auf die Asymptoten ist 

^^- 4 ' (te x' 

wo das Coordinatensystem im Allgemeinen ein schiefwinkeliges ist. 

Die Gleichung der Tangente ist 
wonach sich dieselbe leicht construiren lässt. 

St, ss= X . 
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Eine andere Darstellungsweise der Ellipse besteht darin, dass 
man die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve 
durch eine dritte Veränderliche g) ausdrückt: 

X = acos9>, y = (sin^). 
Ebenso kann die Hyperbel dargestellt werden durch die Gleichungen 

X = asec^), y « (tang^). 

Man führe die den vorhergehenden analogen Untersuchungen für 
diese Darstellungsweise der Ellipse und Hyperbel aus. 

29) Aufg. Es sollen die hingehörigen Stücke für die unter dem 
Namen der Cissoide des Diocles bekannten Curve bestimmt werden. 

Lös. Ein beliebiger Punkt der Curve wird auf folgende Weise 
gefunden : An einen Kreis vom Radius r werden zwei parallele Tangenten 
AB und CD gelegt und vom Berührungspunkt der Tangente AB aus 
vnrd eine beliebige Sekante gezogen. Der Schnittpunkt der letzteren mit der 
Tangente CD sei E. Wenn man nun von E aus rückwärts auf die Se- 
kante die Länge der Sehne, welche von der Sekante durch den Kreis 
abgeschnitten wird, abträgt, so ist der zweite Endpunkt dieser Strecke 
ein Punkt der Curve. Wählt man die Verbindungsgerade der Berührungs- 
punkte beider Tangenten zur XAxe, die Tangente AB zur FAxe, so 
lautet die Gleichung der Cissoide: x^ « y^(2r — x)\ 

ihrer Tangente: y—y « 2y {2r—x) ^^~^''^' 

ihrer Normale: y — y =— 3^2 . ^r^C^~^)> 

_ x\2r—x ') _ xr / 8r — 3a :^ 

x^Sr — x) • _ rx'ylxX8r—3x) 

^» ^ (2r-xy ' ^ "" (2r-xy ' 

ryl^(8r Src')* 

Der Krümmungshalbmesser wird p = ± — 0.0 v^2 ' 

wobei das obere Zeichen dem oberen, das imtere dem unteren Zweige 
der Curve entspricht. 

S h n c k e's Anfgabeasammlimg. 1. 12 



/ j 
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8rV7 ry' 

Die Coordinaten desKrümmungsmittelpunkts: ( oyi^r^ x 

^ rx{X2r — bx) 

3(2r— 0?')* ' 
Gleichung der Evolute: 277* + 1152r2F2 + 4096r3X = 0. 

Die Curve besitzt im Anfangspunkt der Coordinaten einen Ruckkehr- 
punkt der ersten Art; die Tangente in diesem Punkte ist die XAxe. 
Die Gerade ä; = 2r ist eine Asymptote der Curve. Da 

-~^ = db , r= immer dasselbe Zeichen wie die Ordinate v hat, 

dx" 4x{2r—xY ^ 

so kehrt die Curve stets ihre convexe Seite der X Axe zu. 

30) Aufg. Es soll die gewöhnliche (gemeine) Cycloide unter- 
sucht werden. 

Lös. Wenn ein Kreis mit dem Radius r auf einer geraden Linie 
fortrollt, ohne zu gleiten, so beschreibt ein bestimmter Punkt in der 
Peripherie des Kreises die gewöhnliche (gemeine) Cycloide. Beim An- 
fange des Rollens möge der bestimmte Punkt auf der Geraden liegen. 
Dieser sei der Anfangspunkt desCoordinatensystems, die gegebene gerade 
Linie die X Axe und die darauf senkrechte Gerade die F Axe. 

Derjenige Curvenzug, der entstanden ist, indem der rollende Kreis 
seine Peripherie einmal auf der Basis abgewickelt hat. wiederholt sich 
bei der fortgesetzten Bewegung unendlich oft. Die Curve besteht sonach 
aus unendlich vielen congruenten Curvenzügen. In jedem Punkte, wo 
sich zwei Züge an einander anschliessen, besitzt sie eine Spitze erster 
Art. (Vergl. Aufg. 15, m.) 

Die Cycloide wird entweder durch das System der beiden Glei- 
chungen 

X = r(y — siny)^ y = r(l — cosy), 
oder durch die Gleichung 

X == rarccos — >/y(2^ — V) 

dargestellt. 

Die erste Darstellungsweise, die hier allein berücksichtigt werden 
soll, liefert: 
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^ = r(l — cosy) = 2r sm* y , ^^ = rsiny « 2r8in |-co8 «l- ; 

somit ist a Ä -^ ^ • 

Hieraus erkennt man leicht, dass die Normale der Curve durch den 
jeweiligen Berührungspunkt des erzeugenden Kreises mit der XAxe 
(Vergl. Auig. 11.) und die Tangente durch den höchsten Punkt dieses 
nämlichen Kreises geht. 

ds «s 2rsin-^iy, 

N «= 2rsin —■ , q as — 4r sin ^ ; 

folglich ist der Krümmungsradius gleich der doppelten Normale. 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 
X «5 r(9> + sin9)), Y = r(cosy — 1). 

Setzt man X assX' — rn, Y = Y — 2r, y »^ — tt, so folgt: 
X* = r{xif~sm\p\ Y* «= r(l— cosi/'), 
woraus erbellt, dass die Evolute der Cycloide wieder eine der ursprüng- 
lichen congruente Cycloide ist 

31) Au fg. Es soll die Lemniscate untersucht werden. 

Lös. Eine Entstehungsweise der Lemniscate ist folgende: Fällt 
man von dem Mittelpunkte einer gleichseitigen Hyperbel auf die Tan- 
genten dieser Curve Perpendikel, so ist der geometrische Ort dieser 
Fusspunkte die unter dem Namen Lemniscate bekannte Curve, deren 
Gestalt die einer liegenden Acht ist, näjnlich oo. (Vergl. Aufg.8). 

Die Gleichung dör gleichseitigen Hyperbel sei x^ — y* = a^; 
die Gleichung der Tangente ist xx^ — yy^ s= a'(l), die Gleichung der 
vom Mittelpunkte auf die Tangente gefällten Senkrechten xy^-\^Xi^O(^). 
Durch Verbindung der beiden Gleichungen (1) und (2) mit der Gleichung 
x^ — j(i s a^ erhält man die Gleichung der Lemniscate: 

{x^-^y^f—aKx^-^y^) = 0. 
Wählt man Polarcoordinaten, so wird 

r* Ä a^cos29>. 



Hieraus ergibt sich 

f?_ x.{a ?~2x^-2y^) _ cosy.(l -2cos2y ). 

rfa; y.(<i* + 23;» + 2y*) ~ siDy .(1 +2cos2v) ' ^"^ ^' ' 

dr a sin 2cp 1 rfr „ 

«'V >Jcos2tp r dtp 

"'" '^-"■^'■e — -j— ist die trigonometrische Tangente des Winkels, wel- 
4ormale mit dem Radius veclor bildet. Aus der letzten Formel 
: dieser Winkel doppelt so gross ist, als der Winkel, den der- 
lius vector mit der Abscisseiiaie macht. 

imuneshalbmesser wird p = T — , = — — „ . 

^ '^ 3>/a:'Hy» 3Vcos2y 3r 

linaten des KrümmungsmiltelpuDkls: 

Y ^ — y'(a*— a:''— y'') ^ _ Sa-sin^ . 
" 3(a:'» + y'») 3>/cos2y ' 

y_ 3^'(a' + ^'' + y'^) _ 2" • cos'y 
3(^'> + j/'*) 3^^^' 

[lung der Evolute wird 30 + yi)(Xi — Yi)i = 2a. 
in der Gleichung der Lemniscate (in rechtwinkligen Coordina- 
konstante Glied und die Glieder erster Ordnung fehlen, so besitzt 
: im Nullpunkte einen singulären Punkt und zwar einen Dop- 
( t. Die gleich Null gesetzten Glieder zweiter Ordnung ar* — y*-=0 
t Tangenten an die beiden Curvenzweige, welche sich in diesem 
ihnetden. (Vergl. Autg. 10 und 13, g.) 

s. Die Grundlinie eines Dreiecks ist gegeben. Man soll den 
Scheitels finden, wenn das Product der Seiten dem Quadrate 
n Grundlinie gleich ist. 

fl. Der Ort ist eine Lemniscate von der Form 
(x^+y^y + 2mHy^—x^) = 0. 

Axe der Lemniscate ist also »= m^2- 

Aufg. Untersuchung der Conchoide des Mcomedes. 
j. Denkt man sich eine gerade Linie und zwar, um die Begrifle 
, in borizonCaler Lage, unterhalb derselben in der senkrechten 
g b einen Punkt, den man den Pol der Conchoide nennt; 
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zreht man alsdann von diesem Pol aus gerade Linien durch die feste 
Gerade und schneidet. auf ihnen oberhalb und unterhalb des Durchschnitts- 
punktes eine eonstante Grösse a ab, so erhält man dadurch zwei Punkte, 
welche respective zur obern und untern Conchoide gehören. Nimmt 
man die gegebene feste Gerade zur XAxe, die von dem Pol auf diese 
gefällte Senkrechte zur YXxe an und zwar so, dass zur obern Conchoide 
die positiven Werthe der p gehören, zur untern dagegen die negativen, 
so wird die Gleichung der Conchoide 



2/«.2 



y^x 



+ ^^ 3B a*, oder 



oder X ms ± ^Jä^^Zyi, 

y 

Für (las obere Zeichen + ist alsdann 

dy ^ y^yla^—y ^, tPy _ a^y\2aH—y^ — 36y^) 
dx y^ + aH ' rfrc^ "" (y» + a*6)« 

Die Gleichung der Tangente ist y — y' " — '».i. u ' (* — *')• 



n » » 



Normale „ y—y « ; .--^^ ^-{x—x). 



y'^a^—y' 



_ a>/y« + 26y'«+a*6» g _ y'* + a^b 

y'^ + an ' "~ /« + o*6 

^ ^- u ,1. ., a(w'*+26«'» + a»6*)t 
Der Krümmungshalbmesser wird q = ' s/o ift__ >» qj, 'i\ 

Die Coordinaten des Krümmungsmitlelpunkts sind 



r = 



y'»[2a»6— j^»— 3%'«] 
6(2y'+36)(a»-y'»)* 



y'(2a»6 — 2^'»— 3V*) 
Die XAxe ist eine Asymptote der Curve. 

Der zweite Dißerentialquotient = gesetzt, gibt y^-*-3%^ — 2aH 
= 0. Die Wurzeln dieser kubischen Gleichung geben die Ordinaten der 
Wendepunkte, welche aber hinsichtlich ihrer Realitil naher ^ unter- 
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suchen sind. Hierbei stellt sich eine Verschiedenheit heraus, je nachdem 
b grösser als a, oder h kleiner als a ist Der Punkt aj = 0, y «= — b 
des unteren Zweiges der Curve ist ein Doppelpunkt, oder ein Rückkehr- 
punkt erster Art oder ein isolirter Punkt, je nachdem b= a ist. (Vergl. 
Aufg. 15, c). 

Anm. Wenn man auf der ursprünglich als lest angenommenen 
Geraden eine Ellipse so fortschiebt, dass ihre grosse Axe stets in dieser 
Linie liegt und von dem angenommenen Pol der Conchoide gerade 
Linien durch den Mittelpunkt der Ellipse zieht, so werden die beiden 
Durchschnittspunkte in der Peripherie der Ellipse Punkte einer Curve, 
die man elliptische Conchoide nennt. Ebenso erhält man auch 
eine parabolische und eine hyperbolische Conchoide. Wo 
vorhin die vom Pol ausgehende gerade Linie durch den Mittelpunkt der 
Ellipse gezogen wurde, wird sie bei den beiden letztern durch einen 
beliebig angenommenen Punkt der bezüglichen Axe zu ziehen sein. 

33) Aufg. EssoUdasFolium von Descartes untersucht werden. 
Lös. Die Gleichung dieser Curve ist 

x^-\-y^ — axy = 0. 

Hierausfolgt ^^_^^, 

dx o'jp' — ax 

Der Anfangspunkt der Coordinaten ist ein Doppelpunkt, und die Coordi- 
natenaxen sind die Tangenten in demselben. (Vergl. Aufg. 15, a). Die 
Curve besitzt eine (blattförmige) Schleife und zwei unendliche Aeste. 
Die Gerade y = — x — a ist eine Asymptote der Curve. (Vergl. Aufg. 12, a). 
Der höchste Punkt des Blattes hat die Coordinaten 

ir = 4^^2 . a == a . 0,42 ..., ^ = ^^4.0 = 0. 0,53 . . . 
Der Scheitel des Blattes liegt auf der Geraden y = x und hat die 
Coordinaten ^ 

Der Krümmungsradius im Coordinatenanfangspunkte und zwar für beide 
Curvenzweige = ^0, im Scheitel ■= ^«^2. 

34) Aufg. Man untersuche die Curve, welche dargestellt wird 
durch die beiden Gleichungen 
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y = t-^t\ 

Die Ordinate wird gleich Null für r = und / = db >/3. Demnach 
schneidet die Gurve die Abscissenaxe im Coordinatenanfangspunkte und 
in dem Punkte o; s 3, y ^0» Der letztere ist ein Doppelpunkt. 

Es wird § = 2r, 

dt ^ ^' 
£in Maximum der Ordinate tritt ein im Punkte x^l, ^ =s | für 

« = + 1, ein Minimum im Punkte ä; = 1, y = — J für r = — 1. 

Im Doppelpunkte sind die Tangenten bestimmt durch 

| = ±1.. («-±30«). 
Ferner wird d$ss (1 + 1*) dt, 

e- -4(1 +<*)*• 

Im Coordinatenanfangspunkte ist ^ = — |, 
im höchsten und tiefsten Punkt = ± 1) p = — 2, 
im Doppelpunkt (f = ± >/3) ^ «= — 8. 

Die Coordinaten des Krfimmungsmittelpunktes sind 

Durch diese beiden Gleichungen ist die Evolute der Gurve bestimmt; sie 
besitzt in dem Punkte Xae^, y=0(m = 2, ns3) eine Spitze 
erster Art. 

35) Au fg. Es soll die Curve untersucht werden, deren Gleichung 
ist y = cosä; — |cos2rr. 

Los. Aus der Curveugleichung folgt 

-~ = — sinri; + ^sin2a; = sinir(co8a; — 1), 

d^ 

--^«. — cosri; + cos2a; = — 2 sin 4ic sin 4a;. 

dx^ ^ ^ 

Id den höchsten Punkten a; = 0, 2/7, 47r, . . . 2kn^ y ^ i^ wo Ar irgend 
eine ganze Zahl bedeutet, hat die Tangente vier unendlicli benachbarte 
Punkte mit der Curve gemein. Tiefste Punkte treten ein für x^sn^ 
Stt,. .. (2ä + 1)71, Wendepunkte für x = f/r, fTr, |7r, ^^Tty 
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f'erner wird da =es -^ 1 4-4sin2a;.sin*-^ • dx 



I I x^ 

I -yl l+4sin'irsia* -^1 



^ cos 2a; — cosa? 

Demnach wird ^ = ^ für die tiefslen Punkte der Curve. 

36) Au fg. Man untersuche die Curve, deren Gleichung ist 

y = ^x — sina; + f sin2^. 
Lös. Die Punkte, deren Abscissen a;=0, tt, 27r, ...Attt sind, wo 
k irgend eine ganze Zahl bedeutet, liegen auf der Geraden y = \x. 

Es ist -—■ = i — cos rr 4- ^ cos 2a;, 

-~^ = sina; — sin2^. 

4jt 1 

Die Ordinate erreicht ein Maximum für x == |7r, \n^ • • • • — - — n^ ein 

4it4-l 
Minimum für ^cä^tt, f^r,'-« — ^ — ^ 

Wendepunkte treten ein fär a; = 0, 27r, 47r, . . . 2/r7r und für 

2it4-l 

X =x ^TT, I^TT, fTT, f TT, • • • —3—^. 

Ferner wird . d% == y 1 + cos% — 2cos*ir + cos*a; .dx<, 

{yll 4- cos^a; — 2 cos^rr+cos*«?)' 

Q as .-!i — — * 

^ sina? — sin 2a? 

In den höchsten Punkten wird demnach q = — 1, in den tiefsten q = +1. 

37) Aufg. Es soll die logarithmische oder logistische 
Linie untersucht werden. 

Lös. In dieser Curve schreiten die Ordinaten in geometrischer 
Progression iort, während die Abscissen in arithmetischer Reihe wach- 
send angenommen werden. Ihre Gleichung wird y = m,lx. 

dx^ X ^ dx^ ^ x^' 

Die Gleichung der Tangente wird y — y = -7-(rz; — x)\ 

„ „ „ Normale „ ^^ _ j/' = — -^ (rr — x). 
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T = te'Vm^+^'S St = xlx\ 

a; a; a? 

Die Subtangente in Bezug auf die FAxe ist = — m. 

Der Krümmungshalbmesser o = — ^^ ,-^ » 

vnx 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

Y = mJx = y , 

mm 

^ 2x^ + m» 

A = ; • 

X 

38) Aufg. Es soll die Quadratrix des Dinostratus unter- 
sucht werden. 

Lös. Wenn man eine gerade Linie um einen festen Endpunkt 
bewegt denkt, so dass ein Kreisbogen und zwar zunächst ein Quadrant 
entsteht, so möge die erste Lage des bewegten Radius eine verticale 
gewesen sein und die Ordinaten- oder FAxe vorstellen, seine letzte Lage, 
die horizontale, die Abscissen- oder XAxe. Denkt man sich nun auf 
dem bewegten Radius in einer seiner Lagen einen Punkt so bestimmt, 
dass der bis dahin beschriebene Bogen sich zum ganzen Viertelkreis wie 
Tq — y zu fo verhält, so gehört dieser Punkt der Quadratrix an. 
Nimmt man nun noch an, dass der Winkel, den der bewegte Radius 
noch zu beschreiben hat, bis er in die horizontale Lage kommt ^ sich 
zu zwei Rechten verhält so wie 9>:^, so hat man als Gleichung der 

Quadratrix: 

2(p , 2(f> 

y = -^.ro; ^ = a^.tangSP; ^ = ^ Jr.».J ^' 
n 7t . tang <f> 

Um den Durchschnittspunkt der Curve mit der letzten Lage des beweg- 
ten Radius, d.h. mit der Abscissenaxe zu erhalten, muss man 9) = 
setzen; es wird aber dann ^= q» ^^^^t wenn man nach der gewöhn- 

liehen Methode den wahren Werth bestimmt, x ss — 

• n 

Bequemer werden die nöthigen Ausdrücke, wenn man neben (p 

noch den Radius vector r statt der rechtwinkeligen Coordinaten in die 

Rechnung einfuhrt; es wird dann ^ = rsing), ;r = rcos9>, also die 

Gleichung der Curve 

12* 



r = 
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2ro (p 



n sin 9) 
mithin 

dr 2ro sin^ — y.cosy dV _ 2ro y.(l4-cos^y) — 2sin y.cosy 
d(p'~ 7t sin^y ' dy* TT s\n^(f> 

^ ,r " u IL • j ^0 (sin^y— 2y.sin9).co8^-f-y*)* 

Der Krümmungshalbmesser wird = — 7-5 — 7-: ^^ 7 — ^— • 

^ TT sin^9'(smy — yj.cosy) 

Die rechtwinkeh'gen Coordinaten des Krümmungsmilte]punkts werden 

^ ro ^n3ycos9)4-ysin2g)(l— 4cos^<jp)+y^sinycos9'(l+2cos2y)~9)^ 
^ TT sin^qp(siny — 9)cos9>) ' 

ro sin^y — 49)sin9)cosy4-y2(l + 2cosV) 

A = • : y—, s 

7t sm qp . (sin (p — y . cos y) 

Um zu untersuchen, ob die Curve Asymptoten hat, muss man in den 

tift) 

Ausdruck der Polarsubtangente r^ • 3—, den Radius vector r unendlich 

dr 

setzen oder denjenigen Werth der Abweichung y , welcher aus der Glei- 
chung der Curve dem unendlichen r entspricht, und dann zusehen, ob 
die Polarsublangente einen endlichen Werth erhält. Setzt man aber in 

r = — ^ • -^ — den Radius vector r == 00, so wird w^sz 7t^ 27t. Stt, . . . 
TT sin 9) 

mithin r^ . -^ = — 5 . -^ T. 2ro, — 4ro, +6ro, — 8ro, ... 

dr 7t siny — y.cosy u» ü u u 

Die Curve hat also unendlich viele Asymptoten. 

Anm. Ganz ähnlich gibt die Quadratrix von Tschirnhausen 
als Gleichung 

^ = — • Ta und a; = ro.cosy oder a? = ro-cos^- 

7t Zr^ 

39) Aufg. £s soll die archimedische Spirale untersucht 
werden. 

Lös. Wenn eine gerade Linie um einen festen Endpunkt gleich- 
massig bewegt wird , und wenn man zugleich auf dieser Linie einen 
Punkt von dem festen Endpunkte aus sich gleichförmig fortbewegen 
lässt, so beschreibt dieser Punkt die archimedische Spirale. Ihr^ 

Gleichung ist 

dr 

wo (f sich auf den ßogen eines Kreises mit dem Radius 1 bezieht. 
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Nimmt man an , dass der Punkl den Weg Vq zurfickgeiegt habe, 
während die bewegliche Gerade eine ganze Umdrehung gemacht hat, so ist 

r« aas 2a7ty also a = ;.- • 

Die Polarsubtangente wird @/ = r^-,- = — 

dr a 

dv 
und die Polarsubnormale ©n = ,- = «• 

Da die Polarsubnormale constant ist, so lässt sich in jedem beliebigen 
Punkte der Curve die Tangente leicht construiren. 

n- f - AU" KU ' A r(l±^)i (a»+r^)i 

Die Lange des Krümmungshalbmessers wird = \ , , ^v = tt^ — -, • 
^ ° ^(^ +2) 2a2-|-r2 

IKeser letztere Ausdruck lässt sich leicht construiren. 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts sind 

y r[y.sin y+(l4-y^).cosy] 

Y — y[y'CQsy — (l+y^)»siny] 

Je grösser 9) wird, um so mehr nähern sich diese Grössen den Werthen 

Y SS acos9>, 

X Ä — asincp, 
woraus folgt X*+P = a*, 

d. h. die Evolute der archimedischen Spirale nähert sich asymptotisch 
dem Kreise, dessen Mittelpunkt der Pol und dessen Radius = a ist. 

40) Au fg. Untersuchung der hyperbolischen Spirale. 

Lös. Die Gleichung der hyperbolischen Spirale ist 

rq) = a. 
Beschreibt man demnach um den Pol als Centrum eine Schaar von 
Kreisen und «trägt auf dieselben von der Polaraxe aus nach derselben Seite hin 
Bogen von der Länge a ab, so ist der geometrische Ort der Endpunkte 
eine hyperbolische Spirale. Für dieselbe ist der Pol ein a s y ni p t o t i s c h e i- 
Punkt, um welchen die Curve unendlich viele Windungen macht, ohne 
ihn für endliche Werthe von y je zu erreichen. 

VA dr a 
Es wird — = s , 
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^ "■ 9)3 "" ^ \ a^ / "" 



cos^OrP ' 

wenn den Pol, P den Curvenpunkt und T den Schnittpunkt der Tan- 
gente mit dem in auf den Radius vector gefällten Perpendikel bezeich- 
net. Der letztere Ausdruck ist leicht zu construiren. 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

^ __ r[y.siny + (l4-y^).c osy] 

r[<f>.costfi — (1 + 9)').8in y] 



X = — 



^3 



r r* 



Ferner ist ©^ = — a, @n = = • 

^ a 

Errichtet man im Pol Senkrechten auf die Leitstrahlen und bringt die- 
selben zum Schnitt mit den zugehörigen Tangenten, so ist der Ort der 
Schnittpunkte ein Kreis vom Radius a, dessen Mittelpunkt der Pol ist. 

Damit die Curve eine Asymptote habe, muss die Subtangente 

uT 

für ein unendlich gross werdendes r einen endlichen Werth haben; sie 
wird aber a= — a, und da zugleich für ein unendlich grosses r aus der 
Gleichung der Curve sich 9> = ergibt, so folgt , dass die hyperbolische 
Spirale eine Asymptote hat, die mit der XAxe oder mit der Linie, von 
welcher ab die Winkel €p gezählt werden, parallel geht und zwar in der 
Entfernung a. 

41) Aulg. Es soll die parabolische Spirale untersucht 
werden. 

Lös. Die parabolische Spirale hat die Gleichung 

Der Name der Curve rührt daher, dass dieselbe in Beziehung auf die 

Peripherie des Kreises vom Radius 1 als Abscissenaxe und die nach dem 

Centrum gerichteten Normalen als Ordinaten nach demselben Gesetze 

construirt wird, wie die gewöhnliche Parabel. 

dr a^ a d^r a r 

_ r(l+4y')i . 
^ ~ 2^.(3+49)*)* 
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Die Coordioaten des Krummungsmittelpunkts: 

y ^ r . [4y . sin y 4- (1 + 4y ^ ) . cos (p] 

" 2?). (3+49)*) ' 

Y y . [4y . cos y — (1 + 4 y *) . sin y] 

*" 2y.(3+4y2) 

5 2r» 
Die Länge der Polarsubtangente wird = 2ay5« -= — ^ ; 

a a^ 
„ „ „ Polarsubnormale „ = — .- s« p- • 

42) Au fg. Untersuchung der Spiralen im Allgemeinen. 

Lös. Die. in den drei letzten Aufgaben genannten Spiralen sind 
Specialfälle derjenigen Curven, welche zu ihrer gemeinsamen Gleichung 
r SS a.tp^ haben. Für diese ist 

die Polarsubtangente »s r* . -p = — y""*"*, 



» 



19 



» 



Polartangente 



« r Y l + ^*'(^) --~•y^>/»^+y^ 



Polarsubnormale ■■: - — «: n.a.y"~^ 

dy 

Polarnormale '^v^*'*"lT~l *^ a.y'*~'^ V»^ + 9^*- 



^ r . (n* + y^)t 
^ "*" y.(y*-f-n2-Hi) ' 
Die Coordinaten des Krummungsmittelpunkts 

y n. r.[y. sin y+(n^+y^). COS y] 

^ n.r.[y.cosy — (n*+y*). sin y] 

^'•(SP^ + ^^+W) 

43) Au fg. Untersuchung der logarithmischen Spirale. 

Lös. Diese Spirale ist nicht unter den bisher behandelten 
mitbegriffen, sondern unterscheidet sich von diesen wesentlich dadurch, 
dass in ihrer Gleichung die Abweichung y als Exponent einer constanten 
Basis erscheint, während in den Gleichungen der früheren Spiralen 
diese Abweichung zu einer Potenz mit constantem Exponenten erhoben 
wurde. Die Gleichung der Curve ist 

r ^ a"^'. 



oder ^ = fr .a^ = Arr, ^ = P . «V = JfcV, 
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und es wächst daher der Radius vector in geometrischer Proportion, 
während die Abweichung arithmetisch fortschreitet. 

Aus der Curvengleichung folgt: 

wenn man mit k den natürlichen Logarithmus von a bezeichnet. 

Die Länge der Polarsubtangente wird ä —- • r, 

k 

T I 

„ „ „ Polartangente „ = ~vl+fc*> 

,j „ „ Polarsubnormale „ == fr.r, 

,, „ „ Polarnormale „ = r.ylx+k'^. 

Aus diesen Gleichungen folgt, dass sowohl der Ort der zweiten 
Endpunkte (den Pol als ersten Endpunkt betrachtet) der Polärsubnor- 
normalen, als auch der Polarsubtangenten wieder eine logarithmische 
Spirale ist, welche der ursprünglichen congruent, aber gegen dieselbe 
um einen bestimmten Winkel gedreht ist. 

Die trigonometrische Tangente des Winkels &, den die Tangente 

1 
mit dem Radius vector des Berührungspunktes bildet, i8t= — , alsoconstant. 

Die Länge des Krümmungshalbmessers wird == r.\l-\-k^ = 3t. 
Da () = 9{, so stimmt die Evolute der logarithmischen Spirale mit 
dem soeben erwähnten geometrischen Ort der zweiten Endpunkte der 
Polarnormalen überein. Man findet übrigens als 

Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts P "^ k.a^. cos q>, 

IX = — k.a^'.sixup. 

Die Gleichung der Evolute wird "t-'M^' t j « arc tangl yj^y 

oder wenn man F= / . cosy' und X = r'. sin^)' setzt, r == k.a^^~^' 
oder noch einfacher, wenn man Y = kv ,cosxp' und X^sz kv .smxp' 
setzt: 1/' =: aV'. 
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Diess ist in der Tbat die Gleichung einer logarithmischen Spirale, 
welche der vorgelegten congruent ist. (Vergl. Aufg. 24).*) 

44) Au fg. Untersuchung der Kettenlinie. 

Lös. Denkt man sich eine vollkommen biegsame, aber schwere 
Linie in ihren beiden Endpunkten an zwei Punkten befestigt, aber so, 
dass sie nicht gespannt ist, so bildet sfe bekanntlich die Kettenlinip. 
Die Gleichung der Rettenlinie ist 

Für X ssO, wird y = w. 
Es ist 

m 



tanga aas ^ = il«"* — « *"/« — Jy^ — m*; cos« = -^• 
Hieraus ergibt sich leicht eine Tangentenconstruction. 
Femer wird ds = ^\«*»+« ^ } dx\ 

*^' "" «^ ___i ' 2 5 — ^ ' 

gm — g ra gm — g m 

( X £^ \ / 2£ _ 2« \ 

«"» 4-e "»), X = a? — |m\c ™ — « "» /. 

Die Gleichung der Evolute wird 

V , F±>/J^— 4m2 _ FVi^-^^^4^^ 

2m 4m 

Ueber die Gleichung der Kettenlinie sehe man nach: Theorie der 

Potentialfunctionen von GudermanUi Berlin 1833. S. 84. 

45) Aufg. Untersuchung der gedehnten und verkürzten 
Cycloi de. 



*) Die logarithmische Spirale liess sich der 1705 verstorbene Jac. 
Bernoulli auf seinen Grabstein setzen mit der Inschrift: „Eadem mutata 
resurgo,** um der Nachwelt nicht nur eine seiner schönsten Arbeiten, sondern 
auch seinen Glauben au die Unsterblichkeit der Seele in Erinnerung zu bringen. 
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Lös. Wenn auf einer festen Geraden ein Kreis rollt, so beschreibt 
ein Punkt P^ , der auf einem bestimmten Radius innerhalb des Rreises 
liegt, eine gedehnte, und ein Punkt Po, der auf der Verlängerung 
dieses Radius liegt, eine verkürzte Cycloide.*) Denkt man sich 
nun den rollenden Kreis zuerst in einer solchen Lage, dass der Radius, 
auf welchem der beschreibende Punkt liegt, senkrecht auf der zur Basis 
dienenden Geraden steht, so wähle man den verlängerten Radius in dieser 
Lage zur Ordinaten-, die Basis selbst zur Abscissen- oder XAxe eines 
rechtwinkligen Coordinatensystems. Nennt man alsdann bei irgend einer 
Lage des gerollten' Kreises den Winkel zwischen dem Radius mit dem 
beschreibenden Punkte und dem mit der XAxe parallelen Radius y>, so 
erhält man für die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve 

X = r9> — (r=Fd)sin5p, 
y ^= r — (r =F (i) cos 9, 
wo (r=F(2) die Entfernung des beschreibenden Punktes vom Centrum 
des beweglichen Kreises bedeutet. Eliminirt man aus diesen Gleichungen 
die Grösse 9), so folgt als Gleichung der Curve 

X = arccos — ^-^ — ^(2r =F rf — y) (y ^ d). 

Zur Abkürzung werde gesetzt r=Fd==a; dann wird 

dx dy 

-j- SB r — acoscp, 3^= flsmcp. 

Diese Gleichungen lassen erkennen, dass die Normale im Punkte P durch 
den diesem Punkte entsprechenden Berührungspunkt des rollenden 
Kreises mit der Basis geht. (Vergl. Aufg. 11). In der That ist die Länge 
der Normale N »= v^- — 2racos^-\' ä^ 

gleich der Länge einer Dreieckseite, wenn die beiden andern Dreieck- 
seiten r und a sind und den Winkel y einschliessen. 

(f*^ 9fft |*oS €ß \ fl" I* 

Der Krümmungsradius ist o = ^^ ^ — r— ^ . 

^ a(rcos9> — a) 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 

*) Weissenbom nennt in seiner interessanten Schrift: „Die cyklischen 
Curven**, Eisenach 1856, die gedehnte Cykloide ,, verkürzte**, die verkürzte 
„verlängerte.** 
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-. , . r — acosy 

X = fcr + rsincp —, 

a — rcosy 

V _ ^(^ — acosy)* 
"" a (r cos 9 — a) 

46) A u f g. Untersuchung der einfachen Epicycloide und H y p o- 
cycloide. 

Lös. Wenn die Basis, auf der ein Kreis rollt, nicht eine gerade 
Linie, sondern wieder ein andrer Kreis ist, so beschreibt ein bestimmter 
Punkt des rollenden Kreises eineCurve, die Epicycloide oder Hypo- 
cycloide genannt wird, je nachdem jener Kreis auf der äussern oder 
innern Seite des festen Kreises rollt, d.h. je nachdem die beiden 
Kreise sich von aussen oder von innen berühren*). Denkt man sich 
nun zunächst bei «Ter Epicycloide die beiden Kreise in solcher Lage, 
dass der für. die Beschreibung der Curve auf der Peripherie des rollen- 
den Kreises befindliche Punkt in der Peripherie des festen Kreises liegt, 
so soll der von hier ausgehende Durchmesser des festen Kreises zur XAxe 
und der Mittelpunkt desselben zum Anfangspunkt der Coordinaten genom- 
men werden. Der Radius des festen Kreises heisse r, der des rollenden q. 
Für irgend eine von der Anfangslage verschiedene Lage des rollenden 
Kreises werde noch der Winkel, der von der Cenlrallinie beider Kreise 
und von der XAxe gebildet wird, mit (p bezeichnet; dann wird die Epi- 
cycloide durch das System folgender beiden Gleichungen dargestellt: 

X a= (r+p).cos5P — p.cos ^qp, 

y SS [r -f-ßj.smy — p.sm ^y. 

Die Coordinatep eines beliebigen Punktes der Hypocycloide 
ergeben sich aus diesen Gleichungen, wenn man — ^ an die Stelle von q 
setzt, nämlich: . 



*) Weissenhorn macht in der oben angeführten Schrift „die cyklischen 
Curven*' bei der innern Berührung der beiden Kreise einen Unterschied, 
je nachdem der feste oder der rollende Kreis der grössere ist und nennt 
hiernach die Curve „Hypercycloide" oder „Pericycl oide." 

Sohnoke's Aufgabensammlung. I. 13 



194 

X ^rz (r — ^).cos9> + 9.cos g>i 

y s (r — q),%mg) — p.sin —<p. 

Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar, dass die Hypocycloide r, q 
identisch ist mit der Hypocycloide r^ r — q oder mit der Epicycloide 
r, Q — r, je nachdem (>§ r ist. 

In allen nächsten Formeln bezieht sich das obere Zeichen auf die 
Epicycloide, das untere dagegen auf die Hypocycloide. 

Es wird 

dx /.\' ./.t'^ip 

-r- = — (r ± ^) . sm cp ± (f ± ö) . sm ^ w = 

dtp \ s/ ^ \ ^J ^ ^ 

f I 2o T IT I O 

= ±2(rd[:C>).cos g ^ y.sin^y = ifc ^(r.siny— y), 

J^ = (rdbp).cos9P — (r±(>).cos ^y = 

= 2(r ±(>).sm -ö— ^y.smg-sp = ± ^( — r.co%(p-\-x). 

Die Normale in irgend einem Punkte der Curve geht durch den 
entsprechenden Berührungspunkt des rollenden mit dem Basiskreise. 

(Vergl. Aufg. 11). Aus den vorstehenden Gleichungen folgt 

dy . ^ r±2p rcoscp — x 

tanga = r^^ == ± tang ^ ^ y = r-^ , 

^ dx ^ 2p ^ rsmy— y 

dV _ r±2Q 1 

Der Krümmungshalbmesser wird = \_ ^ "^ sin'^ 9>. 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

1" = — ^ [(^± e)sin9) + psin^^ y], 

X = ;r^-2r[(^±?)cossP±?cos^^— ^SP]. 

Das System dieser beiden Gleiehungen stellt die Evolute dar, welche 
offenbar wieder respective eine Epicycloide oder Hypocycloide ist. Um 
diese Gleichungen auf die Form der oben gegebenen Gleichungen zurück- 
zuführen, setze man 
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r r r r 

dann wird 

V I A 

X' = (r ±p).co8 9)'T9'.co8 — ,^q>\ 

ss= (r d:(>).sin9) — ^ .sin — r^9>. 

Hierbei ist zu bemerken, dass -t= — d.h. dass das Verhältniss des 

Q Q 

Radius des roUenden Kreises zu dem des festen Kreises bei der Epi- 
und Hypocycloide dasselbe ist, wie das der Kreise, die ihre Evoluten 
erzeugen. 

Anm* Da äer Punkt des rollenden Kreises, welcher beim Anfang 
der Bewegung auf der Peripherie der Basis lag, bei der beständig tort- 
gesetzten Bewegung unendlich oft wieder die Peripherie der Basis treffen 
muss, so wird die Curve aus unendlich vielen unter sich congruenten 
Zügen bestehen, die nur dann zu einem gewissen Abschluss kommen 
werden, wenn das Verhältniss der Radien r und q beider Kreise ein 
rationales ist, weil alsdann der beschreibende Punkt nach <einer hin- 
reichenden Anzahl von Revolutionen wieder an dieselbe Stelle gelangen 
wird, von welcher er ausgegangen ist. Ueberall da, wo der beschreibende 
Punkt auf die Peripherie der Basis gelangt, besitzt die Curve eine Spitze 
erster Art — Einzelne Beispiele von rationalen Verhältnissen der 
Radien beider Kreise mögen hier folgen. 

a) Wenn die beiden Radien einander gleich sind , also ^ bs= r, so 
entsteht als Epicycloide die sogenannte Cardioide. 

Ein beliebiger Punkt derselben ist nach dem Vorhergehenden be- 
stimmt durch die Gleichungen 

X ac 2fcos9) — rcos2y, 
y = 2rsin(p — rsin2^. 
Hieraus folgt 

— Ä — 2r sin9) + 2rsin29) = 4rsiniSPsinf 9), 
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^ s= 2rcos9> — 2rco829> = 4rsin^9>äin|9), 



I = ^^ii<P' % 



8r(cos|y)*8m^9) 

Da y mit (f sein Zeichen wechselt, x dagegen nicht, so ist die 
Curve symmetrisch in Bezug auf die XAxe. 

Der höchste Punkt a; ■= — ^r, y= |rV2 ergibt sich für SP = |^, 
der tiefste x ^ — 4^> y = — fr ^2 für y « — f^r. 

Für 5P == wird o: = r, y == 0, und da für diesen Punkt die Tangente 
mit der XAxe zusammenfällt, so ist er ein Rückkehrpunkt der ersten 
Art. Die Punkte (9) ä tt) a? = — 3r, y = und (y == ± | tt) a: = f r, 
ys=d:|rV2 sind am weitesten von der FAxe entfernt; in denselben 
sind die Tangenten der FAxe parallel. 

Eliminirt man aus den Gleichungen für x und y die Grösse q>^ so 
ergibt sich : (a?*M- y^Y — Gr^ (o?^ + y*) + 8r»a; — 3r* = 0. 
Für diese Gleichung lag der Anfangspunkt der Coordinaten in dem Mittel- 
punkte des festen Kreises ; verlegt man ihn aber nach der Peripherie des 
Kreises, indem man r — § für x setzt, so nimmt die Gleichung folgende 
Gestalt an: 

(I* + y*)* - 4r|(?»+ y*) - 4r V = ; 
oder endlich, wenn man die gewöhnlichen Polarcoordinaten , also 
y a u .sin ^ und § = t(.cos^ einführt 

ti sc 2r(l +C08J). 
Aus dieser Gleichung folgt, dass zwei radii vectores, die entgegengesetzt 
gerichtet sind, sich zu 2r ergänzen. 

Ferner ist tang^= — cotg-^, folglich ^ « 90® +-5- • 

Der Krümmungshalbmesser wird = fr.sin|9>. 
Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

F = |r (2 sin (p + sin 2y ), X s= |r (2 cos g> + cos 29)). 

Durch diese Gleichungen ist zugleich die Evolute bestimmt. 
Setzt man F « — F', X = — X', g) == g)' + tt, so wird 

Y ^ ir(2siny'— sin2y')> X' « |r(2cos?p — cos2jp')- 



Diese ^GleichoDgen stellen eine ne^e Cardioide dar, in weilcher sowuhl 

der Badius des festen Kreises, als der des rollenden der dritte Theil 

■ • 

von dem ursprünglichen Radius ist. 

b) Wenn der Radius des rollenden Kreises die Hälfte von dem des 
festen ist, also ^v^r, so wird ein beliebiger Punkt der Epicycloide 
gegeben durch die Gleichungen 

x=: frcosqp — IrcosSjp, y = ^rs\ny> — \rsmSg>. 
Wenn man cosS^» und sinSjp durch den einfachen Winkel ausdrückt 
und dann jp eliminirt, so erhält man als Gleichung der Curve 

dtß da 

Es wird -r- « 3rcos29>.sin9), j^ «b 3r8ia29).sin,fp, 

dy ^ d*y _ 2 

^ dS^ *^ "8 ?P> ~^ — 3r(cos29p)'.sinqp' 

Der Krümmungshalbmesser q wird s^rsin^). . 
Die Coordinaten des Krümmungsmitteipunkts werden 

y = ^r (I sin 9) 4- i.sjn 89)), X = ^r (| cos y tI- ^ cos Sg>). 

Die Gleichung der Evolute, welche durch die Elimination des Winkels tp 
aus diesen beiden Gleichungen erhalten wird, lautet: 

(4F2 + 4X2 — r»)3 = 27r*X^ 
Setzt man r ^ 2r', y «= 9)' 4- ^tt, F «= X', X = — ¥\ so nehmen die 
vorangehenden drei Gleichungen folgende Gestalt an: 

X' « r (fcosy'— icosS^)'), r = r'(4sin9)' — 4sin39)') 

und 4(X'2 + y'2— r'2)3 = 27/*r». 

Diese Gleichungen stellen eine Epicycloide dar, welche der gegebenen 
ähnlich ist und bei welcher der Radius des festen Kreises halb so gross 
ist, als der Radius des ursprünglich gegebenen festen Kreises. 

c) Wenn der Radius des rollenden Kreises wieder halb so gross 
ist, als, der Radius des festen, der bewegliche Kreis aber innerhalb des 
festen ro||t, so wird jeder Punkt der Hypocycloide bestimmt durch: 

X 3B5 rcosjp; y = 0, 

d.h. die Curve wird die Abscissenaxe, also ein Durchmesser jdes festen 
Kreises. 
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d) Wenn der Radius des rollenden Kreises der dritte Theil vom 
Radius des festen Kreises ist, so ist die Epicycloide gegeben durch die 
Gleichungen 

X ses |^r(4cos9> — cos4y), y » ^r(4sin^ — sin49>); 

ferner wird — = fr . cos f y . sin f y , ^as ^r. sin f y . sin ly , 

dx "" ^^^^i^' dx^ === 16r(cosf9))^sinf9) ' 

Der Krümmungshalbmesser q wird «s ||rsin|9>. 

F= |r (4 sin SP 4- sin 45p), X = |r(4cos5P4-cos4y), 

welche Gleichungen die Evolute darstellen. 
Durch die Substitution 

nehmen sie die Gestalt, der gegebenen Gleichungen an. 

X' = |r'(4cosy'— cos4g)'), F' « |r (4smy' — 8in4y'). 

e) Wenn wieder der Radius des rollenden Kreises der dritte Theil 
von dem Radius des festen Kreises ist, der erste aber auf der innern 
Seite des letztern rollt, so wird die Hypocycloide dargestellt durch die 
Gleichungen 

X 3= |r (2 cos g) -t cos 25p) , y a= J^r(2siny — sin29)), 
oder nach Elimination des Winkels q> durch die Gleichung 

3(r* -\-x^ + 4rx-h y^Y = 4r (r + 2xy. 

dx dfi 

Hierbei wird -^ = — |f cos ^9). sin ff), ~ = |rsinj9?.sin|y, 

— = — tangiy, -^ -= 8r(co8|9);»6in|y ' 

Der Krümmungshalbmesser wird = frsinf^. 
Die Coordinaten des Krummungsmittelpunkts werden 

Y = r. (2 sin 9) 4- sin 29p), X a=s r.(2cos5P — cos 29)). 

Diese Gleichungen bestimmen jeden beliebigen Punkt der Evolute, 
welche wie in allen vorhergehenden Reispielen wieder eine der ursprüng- 
lichen ähnliche Curve ist. 

f) Wenn der Radius des rollenden Kreises der vierte Theil von 
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dem Radius des festen Kreises ist und der erstere auf der innem Seite 
des letzteren rollt, so wird die entstehende Hypocycloide (eine sogenannte 
Astroide) gegeben durch die beiden Gleichungen 

X = rco8*y, y = rsin^y, 
oder nach Elimination der Grösse 9> durch die eine Gleichung x^-^-y^^r^» 
(Vergl. Aufg. 1 und 8.) 

Hieraus folgt -i— = — 3rcosVsin<p, -~- = Srsin'ycos^), 

dy 
tanga "= ^ = — tangy. 

Aus der letzten Gleichung folgt, dass a^sn — q>, und es lässt sich 
somit die Tangente in jedem Punkte der Curve leicht construiren. 
Ferner wird ds »= 3rsin9)cos9P({9>, 

Q Ä — 3rsin9)cos(]E) « — ^rsin2g>. 
Die Evolute wird dargestellt durch die Gleichungen 
X = r cos 9) (cos^y + 3 sin*gp), F as r sin 9) (sin^y + 3 cos^y). 

Setzt man X = p — , Y as — — — , y=s ^^+-3^, so kommt: 

X' »= 2rcos»i//, r = 2rsinV. 

Es ist somit die Evolute der vorgelegten Curve ähnlich und ent- 
steht dadurch, dass ein Kreis vom Radius ^r auf der innem Seite eines 
festen Kreises vom Radius 2r rollt 

Die vorgelegte Curve ist vollkommen symmetrisch in Bezug auf 
beide Coordinatenaxen; sie besitzt in den vier Punkten x^dtr, y = 
und ajBBsO, y = ±r Spitzen erster Art, in welchen dieX-, resp. FAxe 
die zugehörigen Tangenten sind. 

47) Aufg. Es soll die gedehnte oder verkürzte Epi- 
cycloide und Hypocycloide untersucht werden. 

Lös. Wenn wieder ein gegebener Kreis auf einem anderen gege- 
benen festen Kreijse rollt und wenn mit diesem rollenden Kreise innerhalb 
oder ausserhalb seiner Peripherie ein Punkt fest verbunden gedacht wird, 
so beschreibt dieser Punkt eine Epicycloide oder Hypocycloide, 
je nachdem die Kreise sich von aussen oder von innen berühren, und 
zwar wird es eine gedehnte oder verkürzte Curve, je nachdem der 
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beschreibende Punkt innerhalb oder ausserhalb d(^r Peripherie des 
bewegten Kreises liegt. 

Wenn man sich zunächst die Kreise bei der Berührung von aussen 
in solcher gegenseitigen Lage denkt, dass die beiden Mittelpunkte und 
der beschreibende Punkt in einer geraden Linie liegen, jedoch so, dass 
der beschreibende Punkt nicht zwischen den beiden Mittelpunkten 
liegt; wenn man dann diese Linie zur XAxe annimmt und den Mittel- 
punkt des festen Kreises zum Anfangspunkt der rechtwinkeligen Coor- 
dinaten; wenn man ferner bei einer beliebigen Lage des rollenden Kreises 
den Winkel zwischen der Centrallinie beider Kreise mit der soeben ge- 
nannten XAxe mit g> bezeichnet; wenn endlich der Radius des festen 
Kreises r und der des rollenden Kreises q^ sowie die Entfernung des 
beschreibenden Punktes von der Peripherie des rollenden Kreises und 
* zwar von der Peripherie nach aussen gerechnet, d genannt wird, so wird 
ein beliebiger Punkt der verkürzten Epicycloide bestimmt durch 
die Gleichungen 

X ac (r4-p).cos9) + (p + rf).cos ^y, 

y SB (r +p).sinqp+(p+ d).sin~ — - g>. 
Für die gedehnte Epicycloide wird 

X = (r + p).cosy-H(p — d).cos ^ y, 

y =ts (r + p),8iny -I- (^ — d).sin ^ y. 

indem man nun beide Epicycloiden zusammenfasst erhält man 

— « _(r+p).(smy + '^— sm-^y), 

^ =. (r + e).(cossp+-S-^cos— ^y); 

pcosy + (p db d) .cos — ^ (p 



" ' ) 



psmy + {ß ± d),skXi =■ g> 

^, ?*+(^±d)H^+e) + ?(^±rf)(^ + 2ß)cosySP 



^^(r + (>).isiny-H^ • sm — ^-^ (p\ 
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Der Krümmungshalbmesser wird 

(r + q) [d^ + 4q{q± d) (cos g )Y 

• ■ ■ . • 

Q*+ (q± dy (r -h q) -\'{Q±d) (r-\r 2q)qcos — g> 

Wenn man sich zweitens bei der Berührung von innen die beiden 
Kreise anfänglich in solcher gegenseitigen Lage denkt, dass wieder die 
beiden Mittelpunkte und der beschreibende Punkt in einer geraden Linie 
liegen, hier aber so, dass der beschreibende Punkt zwischen die beiden 
Hittelpunkte fällt, im Uebrigen aber die Coordinaten und die andern 
Bezeichnungen so wählt, wie vorhin bei der Epicycloide, so wird die 
Hypocycloide bestimmt durch die Gleichungen 

X = (r — Q)co^(p — (^db<i)cos ^y, 

y =a (r— ^)siny + (p±d)sin *^y, 

wo das obere Zeichen für die verkürzte, das untere aber für die 
gedehnte Hypocycloide gültig ist 
Der Krümmungshalbmesser wird 

qi — {Q:tdy(r — q) — (^±d)(r — 2q)qco8 — g> 

Die Ausdrücke für die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts, 
bei der Epicycloide sowohl als bei der Hypocycloide, werden so unge- 
fügig, dass die Mühe ihrer Ausrechnung nicht belohnt wird. 

Auch hier mögen einzelne Beispiele folgen. 

a) Wenn die Entfernung d des beschreibenden Punktes von der 
Peripherie des rollenden Kreises gleich dem Badius des rollenden und 
gleich dem des festen Kreises ist^ also d s= ^ = r, so soll die verkürzte 
Epicycloide untersucht werden. 

Die Curve wird dargestellt durch die Gleichungen 

X =B5 2r.(cosy + cos25P), y = 2r.(siny-|-sin29'); 

oder durch die Gleichung (a:^ + y*)* — 12r* {x^ -H y^) = Ißr^x, 

y = db Vß^^ — ^^ ± 2r ^97* + 4ra; . 

13* 
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dy cos 9) + 2 cos 2(jp _ 4r * -*- 6r^x — x{x^+ yf^) 

dx sin gp + 2 sin 2y "" y (x^ + y-) — 6r'y 

2r^^Xyl9r^ +4ra: 

±yV9r'+4ra; 
dV ^ _ 3(3 + 2cosy) 
da:* "~ 2r (sin y + 2 sin 2gp)* 

Der Krümmungshalbmesser wird - ||j|^^ ; 

V— 8r . sin'y _ 2r(l +6cosy — 4cos^y) 

3(3 + 2cosgp)' 3(3 + 2cosqp) 

Die Curve hat eine Schleife, welche von rc == bis a: = — 2r 

reicht; in dem Punkte a?==: — 2r, y =0 schneiden sich zwei Aeste der 
Curve, deren Richtungen gegeben sind durch -p = ±^3. (y = i^ und 

= f TT). 

b) Wenn der Radius des rollenden Kreises halb so gross ist als 
der des festen , also ^ s= ^r , das d aber noch beliebig , so wird die 
verkürzte Epicycloide dargestellt durch die Gleichungen 

a>= fr.cosy + (|r-Hd).cos3y, y = fr.sin9)4-(|r-*-d).sin Sy. 

dy r . cos y + (r + 2d) . cos 3y __ 

ete~" r.siny + (r + 2d).sin3gp "" 
_ r + 3d— 2(r + 2d)cos^y 

- cotgy • 2^4. 3ei_ 2 (r+2d)sinV' 
dh/ rd -H 3d^ + 2r (r -H 2d)co8V 
(to*'*' 3sinV[<^— 2(r + 2d)cosVP' 

Der Krümmungshalbmesser wird = , . o^^ .0 / — . oj\ i ' 

° rd+3d*+2r(r4-2d)cosV 

c) Wenn wieder der Radius des rollenden Kreises halb so gross 
ist, als der des festen, wenn sich die Kreise aber von innen berühren, 
so wird ein beliebiger Punkt der verkürzten Hypocycloide gegeben durch 
die Gleichungen 

X = ^r.cosg) — (4r + d).cos9) 3= — d.cos9>, 
y = ^r.sin9)-|-(|r + d).siny = (r4-d).siny. 
Die Gleichung der Curve wird 

^' I y^ _ 1 
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d.h. es ist diese Hypocycloide eine EJlipse, deren halbe kleine Axe = d 
und deren halbe grosse Aie ss r + d ist. 

Wenn d = wird, geht die Ellipse in denjenigen Durchmesser der 
Basis über, welcher in der FAxe liegt. 

d) Wenn .der Radius des rollenden Kreises gleich dem der Basis, 
also (» SB r ist , so sucht man die gedehnte Epicycloide unter der Be- 
dingung, dass der beschreibende Punkt innerhalb des rollenden Kreises 
liegt und um dessen halben Radius von der Peripherie entfernt ist, also 
<i = — ie == — ir. 

Diese Curve wird dargestellt durch 
X = ^r(4cos9)-|-cos2qp), 

y = |r (4 sin y -H sin 2g>) « r sin y (2 + cos g>) , 

dy 2 cos g) + cos 2g) 
woraus -~ = — . . . r^ ' 

Der Krümmungshalbmesser wird = -rrrr? • , 1 • 

° 12 (cos 1 9)^ 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts sind 

« . , , 2 + 3coscp — 2cos*cp 
Y - |r.8my.(s.niy)», X - r i2(coMy)» ' 

e) Wenn die Kreise sich von aussen berühren und der Radius des 
rollenden Kreises doppelt so gross als der des festen Kreises, also 
Q SS 2r, die Distanz des beschreibenden Punktes d aber gleich dem Ra- 
dius der Basis r ist, so wird ein beliebiger Punkt der verkürzten Epi- 
cycloide gegeben durch 

a? = 3r . [cos q> -{- cos \<p] = 6r ! cos|9> . cos|y, 
y = 3r . [sin y -H sin f y] = 6r . sin \q> . cos {y, 

V e 

woraus -^ = tangf^). 

Durch die Elimination des Winkels g) wird als Gleichung der Curve 
erhalten 

(a?* + j^*).[(a;2 + 2^^— 18r*)2— 9r*(a:2 + y»_9r2)] = 4S6r^x. 
AW. ^y — cosy + fcosfy 

Also • , •"" . ~ n > 

to smy + fsinf^) 

dy _ 243r5— a;.[3(:i;^+y^)2 — 90r^(a;^-H y^) 4- 405r^] 

^^^^ dx" y.[3(a?2 -I- ff - 90r* . {x^ -H y*) -I- 405r*] 
d^y 5 (7 + 6 cos ^y) 

dx^ ^ 24r . (sin SP + 1 sini^ y)* * 
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n „ . UM. ' A 3(13 + 12cos49))» 
Der Krümmungshalbmesser wird = )> .„ ^ f^ • r. 

0\i "T" Ö COS "2^) 

Die Coordinaten des Krümmungshalbmessers werden 

_^ 12r.sin^^y(l -H6cos^y) 
^'^ 5(7 + 6cosigp) 

— 3 (9 — 6 cos ^y — 36 cos^ j y + 4 cos»| y + 24 cos*^ y ) _ 

5(7 + 6cos|y) ^ 

_ 6co8|y (2 — cosy) + 9(2co8y — cos2y) 
^ 5(7 + 6 cos iy) 

Die Curve schneidet die XAxe in vier Punkten, und zwar bei 

a; = 0, a; = 6r, a: = ^r( — Izb^S)- Von a: = biso; » |r( — 1+^5) 
bildet die Curve eine Schleife. Die beiden Punkte 

a;«4r(--l+V5)| I a: = fr(— 1— >/5)| . 

y = f wJf*<^ { y a= > sind Doppelpunkte; 

[(y = |7r und = -*g-7r)| |(y = |7r und =* ^n)] 

die Tangenten im ersten dieser Doppelpunkte sind bestimmt durch 

^ =± V5(5— 2>/5) = ±5tangl8o 
und im zweiten durch 

^ = ± V5(5+2V5) = ± 5cotg36o. 

f) Wenn Alles wie in der vorigen Aufgabe bleibt, nur dass der 
beschreibende Punkt innerhalb der Peripherie des rollenden Kreises liegt« 
so hat man in der allgemeinen Gleichung der Epicycloide q a= 2r, 
d = — r zu setzen und erhält für einen beliebigen Punkt der gedehnten 
Epicycloide 

X = r.[3cosy + cos|y], 
y &B r.[3siny -*-sinfy]. 
Die Gleichung der Curve wird 

(a?2 + y2 — Ir^y — 27r* (2x^ + 2y* — ISr^) = 54r«x. 
dy^ 2cosy + cos^y 
dx^ 2 sin y +• sin |y ' 
dy 27r 5 —x,[3(x^-hy'^-- Ir^y — 54r*] 
//j;"' 2^.[3(a;2 + 2^2— 7r*)'^— 54r*] ' 
r/V (11 + 10. cos ^y) 

rfa;* 3r . (2 sin y + sin \(fY 
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Der Krämmunsshalbmesser wird « — f^ 77- — ^2_L . 

'^ ll + lOcos^^) 

Die Coordinaten des Krumniungsmittelpunkts werden 
Y^ 4sin»^y(l + 2co8^y) ^ 
ll + lOcos^y 

Y ^ — 3-H6cos4y + 12cos^^y — 4co8^^y — 8cos*|y _ 
^ " ' ll + lOcosiy ^ "■ 

__ 2cos|9)(2 — cosy) 4-2cos9) — CO829) 
"" 11 + 10 cos i9 ^' 

Die Curve schneidet die XAxe in drei Punkten und zwar bei 
a; = 2r, a; = 4r und a; « — ^r (3+ >/i3). Der Punkt P?— ir(3+>/l3)( 

ist ein Doppelpunkt; für denselben ist der wahre Werth des in unbestimmter 

Form erscheinenden Differentialquotienten -~ ■■ zb *i/ — ^^ — ,.— — • 

Die Curve besitzt eine Schleife, welche sich erstreckt von x ssz 2r bis 
rc«— |r(3 + Vi3). 

g) Wenn der Radius des rollenden Kreises doppelt so gross ist, 
als der des festen, also q = 2r, und wenn sich die Kreise bestandig 
von innen berühren, so wird in diesem Fall der rollende Kreis den 
festen umschliessen. Die Entfernung des beschreibenden Punkts von 
der Peripherie des rollenden Kreises sei gleich dem Radius des festen 
und liege ausserhalb der Peripherie, dann wird ein beliebiger Punkt der 
verkürzten Hypocycloide bestimmt durch 

X ■= 3r.cos^9) — r.cosy, 

y SS Sr^sin^y — r.siny. 

Die Gleichung der Curve wird 

[a:*+ y^ — 10r2] . lx^-^y2_ri-]-{-18r^(x—r) = 0; 
dy 3cos49) — 2co&<p 



oder 



dx 3 sin J^ — 2 sin y ' 

dy__ 9r»+a;[2(a?^ + y^)— llr^] 
dx'^ y[2(x'^-{'y^) — llr^] 

d}y _ 17— IS.cosjy 
dx^ r . (3 sin ^g> — 2.sin y) * 



Die Länge des Krümmungshalbmessers wird = \.„ ^^ \~^ ' 

V 12r.sin^^ y ^ — 3r(3 — 6cos^y ■H4cos*^y) 

17— 18cos4^' 17 — 18cosi9) 

h) Wenn mit Beibehaltung derselben Bedingungen wie vorhin der 
beschreibende Punkt innerhalb der Peripherie des rollenden Kreises und 
wieder in der Entfernung = r von der Peripherie liegt, so wird die ge- 
dehnte Hypocycloide dargestellt durch 

X == — rcosy-Hrcos^qp = 2r.sin|gp.sin:J^y, 
y = — rsin^) +rsin^y = — 2r.cosf9).sin|9>, 
odpr zwischen rechtwinkeligen Coordinaten allein 

{p?- -»- y*) ix^ ^y^ — 3r2) + 'irH = 0. 

dy — 2cosy+cos^y — 2cos^ + cos49> 

dx 2sin9) — sin^qp 2 sin ^9). cos ^qp. (4 cos J^) — 1) 

rfa;~ 2^.[3r*— 2(a;* + y»)] ' 
rf='y 3(3— 2cos4g)) 

dx^ r . (2 sin y — sin ^y)* 

ir(f\ ^COS'^V'l^ 

Der Krümmungshalbmesser wird « kv » 9 — isr ' 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

y_ 4r.sin'^y r(l— 6.cos|y-H4cos*^y) 

3(3— 2cosiy)' 3(3— 2cosi9» 

Die XAxe wird von der Curve in drei Punkten geschnitten, bei 

rc = — 2r (qp = 2n\ bei a; = (y = 0) und bei a: = r (9) == |7r und 

1^ '"*' t*i 
^> ist ein Doppelpunkt; die Richtungen der 

beiden sich hier schneidenden Aeste sind gegeben durch -^ = ^t V^* 
Auch hat die Curve eine Schleife in der Ausdehnung von a;a=0 bis xtezt. 

48) Aufg. Untersuchung der Kreisevolvente. 

Lös. Wenn in dem Falle der gewöhnlichen Epicyeloide der Radius des 
rollenden Kreises unendlich gross wird, so nennt man die entsprechende 
Roulette Kreisevolvente. Diese wird demnach durch einen beliebigen 
Punkt einer Geraden beschrieben, welche sich, ohne zu gleiten, auf 
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einem Kreise abwälzt. Wählt man die Verbindangsgerade des Kreis- 
mittelpunktes mit dem Berührungspunkt der beweglichen Geraden in 
irgend einer ihrer Lagen zur XAxe, die in darauf Senkrechte zur 
FAxe, so erhält man für die rechtwinkligen Coordinaten eines beh'ebigen 
Punktes der Cunre die Gleichungen 

X = r(cosy + ysin9)), 

y SB r(sin9) — ycosy), 
wo r den Radius des festen Kreises und (p den Centriwinkel des abge- 
wickelten Kreisbogens bezeichnet. 

Hieraus folgt: -^— « r^P cos 9>, ^- « rysingp, 

lang« s« ^ Ä tangfp, also aas^; 

Es ist also der Krümmungsradius gleich der Länge des abgewickelten 
Kreisbogens. Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 

X 3c rcosy, Y ,ms rsinqp, 
woraus X* + F* = r\ 

Die Evolute der KreisevoWente ist mithin, wie nach der Enlste- 
hungsweise der Cunre zu erwarten war, der gegebene, feste Kreis. 

49) Aufg. Es soll die Tractrix oder Tractoria von Huy- 
ghens untersucht werden. 

Lös. Diese Curve hat die Eigenschaft, dass für jeden Punkt der- 
selben das Stück der Tangente, gerechnet vom Berührungspunkt bis 
zum Schnitt mit der XAxe, die constante Länge a hat. Demnach ist 

yA/l + (?)'-«oder^«,.^^, 
^ V \dyf dx yla^—y^ 

je nachdem x positiv oder negativ ist 

Die endliclie Gleichung ist ± a? = V«* — y* — oZ ( db — I , je 

nachdem y positiv oder negativ ist. 

Hierbei liegt der Anfangspunkt der Coordinaten in demjenigen Punkte, 

in welchem die Tangente der Curve die XAxe unter rechtem Winkel 

schneidet. 



Ferner wird 



SOS 



r = a, St ^ >M^y*, 



y 

\ y I y 



Die Gleichung der Evolute wird 

X X 



Die Evolute besteht also aus zwei Kettenlinien, von welchen die eine 

über, die andere unter der Abscissenaxe liegt 

ix ^Qi 
\ lind 

'^ ? Rückkehrpunkte oder Spitzen der ersten Art bilden. Die 
X Axe ist zugleich Asymptote der' Curve. 

Enveloppen. 

50) Auf g. Der Mittelpunkt eines veränderlichen Kreises bewegt 
sich aui der XAxe so, dass das Quadrat des Radius in jeder Lage 
gleich der zugehörigen Abscisse a des Mittelpunkts, multiplicirt in eine 
Constanle m ist; es soll die Curve gefunden werden, welche alle diese 
beweglichen Kreise einhüllt. 

Lös. Die Gleichung des Kreises in irgend einer Lage wird 

y2 + (x—ay — ma = 0, 
also der partielle nach a genommene Differentialquotient 

— 2(a;--a)— »1 = 0; 
mithin die Gleichung der einhüllenden Curve 

y^ s mx + Jm*. 
Die Enveloppe ist somit eine gewöhnliche appollonische Parabel. 

51) Au fg. In den Endpunkten einer gegebenen geraden Linie 
(s= 2a) sind zwei parallele Linien gezogen, und eine andere Gerade be- 
wegt sich stets so, dass das Product der durch sie von den beiden 
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Parallelen abgeschnittenen Stücke einem gegebenen Quadrate Är^ gleich 
ist; es soll die einhüllende Curre jdieser beweglichen Geraden gefunden 
werden. 

Lös. Wenn die Richtung der gegebenen begrenzten Geraden zur 
XAxe und die durch ihre Mitte mit den beiden andern gegebenen Gera- 
den parallel gezogene Linie zur FAxe angenommen wird und wenn 
man bei einer bestimmten Lage der beweglichen Linie das Stück, welches 
sie von der 7 Axe abschneidet, mit a bezeichnet , so werden die beiden 
Stücke, welche dieselbe von den beiden festen Ordinaten abschneidet, 

wo c eine noch zu bestimmende Constante in der allgemeinen Glei- 
chung y — a SS cä; der beweglichen Geraden ist. Aus der Bedingung 

y^y^ = ± t*, folgt c a= Hier gilt das obere Zeichen, wenn 

die beiden Ordinatenabschnitte yi und y^ beide auf einerlei Seite der 
Abscissenaxe liegen und das untere, wenn sie auf verschiedenen Seiten 
liegen. Durch Elimination der Grösse a aus 

a — V ^ — ^ und 1 = — ,- 

erhält man als Gleichung der einhüllenden Curve entweder 
^-1 — 2 = 1, d. h. die Gleichung einer Ellipse, 

oder -j — ii^=^^i ^^* ^^^ Gleichung einer Hyperbel. 

52) Aufg. Eine gerade Linie bewegt sich so, dass sie mit zweien, 
unter gegebenem Winkel X sich schneidenden Geraden Dreiecke bildet, 
die einen constanten Flächeninhalt jr^ haben; man sucht die einhüllende 
Curve dieser Geraden. 

Lös. Nimmt man die beiden Schenkel des gegebenen Winkels 
zu Coordinatenaxen an und bezeichnet die Stücke, welche die bewegliche 

4 

gerade Linie in einer ihrer Lagen von diesen Axen abschneidet, mit 
a und /^, so ist die Gleichung dieser Linie 

ß^ a 

S h n c k e's Aufgabensammliuig. I. 14 
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oder, da die Fläche des abgeschnittenen Dreiecks ^aß.&ml = k^ sein 

soll, y . a* . sin A acr 2t' (a — x). 

Hieraus und aus den partiellen Differentialquotienten nach a, nämlich 

y .a.sinl — t* = 0, 

erhält man nach Elimination von a als Gleichung der einhüllenden Curve 

k^ 

^ ^ 2. sin/' 
welches die Gleichung einer Hyperbel ist, bei welcher die Coordinaten- 

axen, hier also die beiden gegebenen Geraden, Asymptoten sind. 

53) A u fg. Man bestimme die Enveloppe aller concentrischen Ellipsen 
von gleichem Flächeninhalt ne\ deren Axenrichtungen zusammenfallen. 

Lös. Die gesuchte Curve hat die Gleichung 4^^^ = c^ 

54) Aufg. Eine gerade Linie von gegebener Länge k bewegt sich 
so, dass ihre Endpunkte beständig in, zwei auf einander senkrecht 
stehenden festen Geraden liegen; es wird die einhüllende Curve dieser 
bewegten Linie gesucht. 

Lös. Wenn man die festen Geraden zu Coordinatenaxen annimmt 
und die Stücke, welche von ihnen durch die bewegliche Gerade in einer 
ihrer Lagen abgeschnitten werden, mit a und ß bezeichnet, so hat man 

Eliminirt man hieraus und aus den partiellen in Bezug auf a genomme- 
nen Differentialquotienten die Grösse a, so ergibt sich als Gleichung der 
einhüllenden Curve 

Anm. Diese Curve kann auch erhalten werden als Enveloppe 
concentrischer Ellipsen, welche die Axenrichtungen gemein haben und 
bei welchen die Summe der Halbaxen constant »= k ist. 

Auf ein ähnliches Resultat, nämlich auf die Curve I — J +-(-f-) =1 
führt folgende Aufgabe: Von jedem Punkte der Ellipse -^-H^ 3= 1 
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werden Perpendikel auf die Axen gefällt und die Fusspunkte derselben 
durch Gerade verbunden; man bestimme die Enveloppe aller dieser 
Geraden. 

Wird in dieser Aufgabe an Stelle der Ellipse ein Kreis gesetzt, 
d. h. ist a as 6 s Ar, so wird wieder obige Curve erbalten. 

55) Aufg. Der Mittelpunkt eines Kreises von gegebenem Radius 
r bewegt sich auf einer gegebenen Curve f{(ty /?) = oder ß = y(a) ; 
man sucht die Curve, welche.alle diese Kreise einhüllt. 

Lös. Die Gleichung des Kreises wird 

(a:— «)» + !>— 9)(a)]^—r« = 0, 
und der in Bezug auf a genommene Differentialquotient 

Wenn man aus diesen beiden Gleichungen a eliminirt, so erhält man die 
Gleichung der gesuchten einhüllenden Curve. 

Wäre z. B. als leitende Curve ein Kreis unter der Form 
ß = Vä* — «^ gegeben, so wäre die Gleichung der einhüllenden Curve 

d.h. die Enveloppe wäre ein concentrischer Kreis, dessen Radius die 
Summe oder Differenz der beiden gegebenen Radien ist. 

Wäre als leitende Curve die gerade Linie /J = aa -h 6 gegeben, so 
wäre die Gleichung der den beweglichen Kreis einhüllenden Curve wie- 
der die einer geraden Linie 

y = aa: + 6 db r Vi -*- fl^. 

Aus den aUgemeinen Gleichungen ergibt sich beiläufig noch: 

a?— cfBs± .- ^ , y—ß = ^ 



und hieraus, wenn man beides nach a differentiirt, 3^ = ir » d. h. die 

ax da 

einhüllende Curve besitzt in jedem Punkte mit der eingehüllten eine 
gemeinsame Tangente« 
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56) Au fg. Der Mittelpunkt {eines Kreises von variablem Radius 
bewegt sich auf einer gegebenen Curve, während die Peripherie desselben 
immer durch einen gegebenen festen Punkt geht. Es soll die einhüllende 
Curve des bewegten Kreises gefunden werden. 

Lös. Wenn der feste Punkt zum Anfangspunkt der Coordinaten 
genommen wird und die Coordinaten des Mittelpunkts des bewegten 
Kreises a und ß sind, so wird die Gleichung dieses Kreises 

y^-^x^^ 2ßy + 2ax. 
Die Gleichung der leitenden Curv^ sei /*(a, ß) = oder ß « y(a) ; dann 
wird der DififereiAialquotient der vorigen Gleichung in Bezug auf a 

aus welchen beiden Gleichungen man durch Elimination von a die ge- 
suchte Gleichung der einhüllenden Curve erhält. 

Wäre z. B. als leitende Curve ein Kreis mit dem Radius r und 
den Mitlelpunktscoordinaten p und } gegeben, wäre also {ß — ^)* + 
+ (a — p)* = r^ so würde die Gleichung der einhüllenden Curve 

[yt 4- a;2 _ 2qy — 2'pxf « 4r* {x^ + y«), 

und wenn man den Mittelpunkt des leitenden Kreises in den Anfangs- 
punkt der Coordinaten selbst verlegt, also p = und 9 «= setzt, so 
ergibt sich als einhüllende Curve 

y* -H a?* = 4r*, 
d.h. ein dem ersten concentrischer Kreis, dessen Rudius das Doppelte 
vom früheren ist. 

Nähme man als leitende Curve eine Ellipse mit den beiden Halb- 
axen a und ft, und den Mittelpunktscoordioaten p und q und denkt man 
sich die Coordinatenaxen parallel mit den Axen der Ellipse, so würde 
die Gleichung der den bewegten Kreis einhüllenden Curve 

{y^ 4- ä;2 — 2qy— 2fxy = 4 (6 V + a^x^). 
Wenn hierbei der feste Punkt in einem Brennpunkt der Ellipse liegt, 
so ist die einhüllende Curve ein Kreis, dessen Mittelpunkt im zweiten 
Brennpunkt liegt und dessen Radius = 2a, also gleich der gro3sen Axe 
der Ellipse ist. 
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57) Aufg. Der Mittelpunkt einer beweglichen Elli|>8e mit den 
Halbaxen A und k bewegt sich auf einer andern Ellipse mit denseilien 
Halbaxen, deren Mittelpunkt der Coordinatenanfangspunkt ist. Welches 
ist die Envelöppe der beweglichen Ellipse? 

58) Au lg- Blan bestimme die Envelöppe der Geraden 

^4-1.^ 1 
a^ b " ^' 

wenn die variablen Paraipeter a und b mit den Constanten m und n 
durch die Gleichung 

1 = 1 

m n 

verbunden sind. 

Lös. v/ ^v ^ 1. Die geometrische Interpretation dieses 

Problems ergibt eine bekannte Construction der Parabel als Envelöppe 
ihrer Tangenten. 

59)i Aufg. Von jedem Punkte der Ellipse -ij'^j^i^^ werden 

Tangentenpaare an die Ellipse — j + ^j =» 1 gezogen. Es wird die En- 
velöppe der Berührungssehnen (Polaren derjenigen Punkte, von denen 
aus die Tangenten gezogen sind) verlangt. 

Lös. — T-^-vr == 1- 
a* . b* 

60) Aufg. Man bestimme die Envelöppe der Beruhrungssehnen 
aller derjenigen Tangentenpaare an die Ellipse — j+ -^ ■= 1, welche auf 

et 1/ 

einander senkrecht stehen. 

Lös. Bedenkt man, dass der geometrische Ort derjenigen Punkte, 
von welchen aus sich Tangenten an die gegebene Ellipse ziehen lassen, 
die aufeinander senkrecht stehen, der Kreis rc* + y^ = a*-H6* ist, so 
erhält man durch die Substitution A a» ür = yja^-i-h^ in die vorhergehende 

ß2_^^2 

Aufgabe als Lösung die der gegebenen confocale Ellipse — ^- x^ + 
^ a^-^ft" 2 1 



I- 
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61) Au fg. Es soll die Enveloppe der Sehnen gefunden werden, 
welche die Endpunkte conjugirter Durchmesser der Ellipse 

a^ ^ 6» 
mit einander verbinden. 

Lös. Bezeichnet man mit $ und t] die Coordinaten eines Endpunktes 

des einen Durchmessers, so sind -j-rj, 1 diejenigen eines Endpunktes 

des conjugirten Durchmessers. Folglich wird die Gleichung der Verbin- 
dungssehne 

Hierin bedeuten ^ und rj zwei variable Parameter, die durch die Gleichung 
— 2 + -^ = 1 mit einander verbunden sind. Die Enveloppe aller dieser 

Geraden ist die Ellipse — ^ H — ~- « 1. 

62) Au fg. Welche Gleichung muss zwischen den variablen Para- 
metern u und V bestehen, damit die Gerade ux + vy ssl in j^der ihrer 

Lagen Tangente an die Ellipse — 2 + ^ =» 1 sei ? 

Lös. Es muss a^u^ + b^v^ ^ssl sein. (Gleichung der Ellipse in 
Liniencoordinaten). 

63) Aufg. Es ist die Evolute der Curve 

ÄJ* + y' = a* 

zu bestimmen. (Yergl. Aufg. 46^ f.) 

Lös. Die Coordinaten eines beliebigen Punktes dieser Curve kön- 
nen gegeben werden durch die Gleichungen x' k acos^9>, y »= itsinV« 
Demnach wird die Gleichung der Normale in diesem Punkte o^cosy — 
— ^sin9> Ä acos2g> oder 

-r^\ + -P^ « 2ta. 
sin|^9)+^| cos^9)+^| 

Betrachtet man in dieser Gleichung q> als variablen Parameter, so ist die 
Enveloppe aller dieser Normalen die gesuchte Evolute. Man erhält die 
Gleichung (a7+y)' + (rc — y)^ a= 2a J. 
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Anm. Es ist eine nutzliche Uebung, die Evolute einer gegebenen 
Curve nicht nur als Ort der Krümmungsmittelpunkte derselben zu be- 
stimmen, sondern auch dadurch, dass man sie als Enveloppe der Nor- 
malen dieser Curve ansieht. 

64) Auf g. Es soll zu einer gegebenen Curve die äquidistante 
Curve gehinden werden. 

Lös. Wenn man sich für alle Punkte einer gegebenen Curve 
F(x, y) = die Normalen gezogen und auf diesen vorwärts oder rück- 
wärts von dem betreffenden Punkt eine constante Länge k abgetragen 
denkt, so erhält man dadurch Punkte der äussern oder ihnern äqui- 
distanten Curve. (Parallelcurve). 

Wird der Winkel, den die Tangente im Punkte x^y der gegebenen 

Curve mit der positiven XAxe bildet, mit a bezeichnet, so findet man 

für die Coordinaten ^, tj des entsprechenden Punktes der äquidistanten 

Curve 

5 s a?=FJi:sina, rj = ^dzürcosa. 

Gelingt es, aus diesen beiden Gleichungen die Veränderlichen x, y und a 

mit Hülfe der gegebenen Curvengleichung zu eliminiren, so ist die resul- 

tirende Gleichung zwischen ^ und 3} die Gleichung der äquidistanten 

Curve. 

Es wird femer rf§ == (te =F * cosa rfa = cosa {ds T Ärrfa), 

dl]' dy 
df Ix' 
d.h. die Tangenten in entsprechenden Punkten der gegebenen und der 

äquidistanten Curve sind parallel. Demnach kann die äquidistante Curve 

angesehen werden entweder als Enveloppe einer Geraden, 

welche der Tangente an die gegebene Curve parallel und in constanter 
Entfernung =i=^ von derselben ist, oder als Enveloppe des Kreises vom 

Radius k 

(^-xy-h(f]-yy^k\ 

dessen Hittelpunkt sich auf der gegebenen Curve bewegt. 
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Bezeichnet man mit do das Bogendifferential der äquidistanlen 
Curve, 80 findet sich * 

rfcj = ± (ds =F /r da). 
Welcher Satz liegt hierin ausgesprochen? 

Für das Flächenelement, welches begrenzt wird von der gegebenen 

und der äquidistanten Curve und von zwei Normalen, die den Winkel 

da mit einander einschliessen, erhält man 

±kds—{kHa. 

Welche Eigenschaft der äquidistanten Curven drückt diese Formel aus? 

Der Krümmungsradius q' der äquidistanten Curve wird 

, da ds 



Q = 



opk = prFÄr. 



da da 

a) Es sei ein Kreis mit dem Radius r gegebe»; man suche die 
äquidistante Curve. 

Lös. Die Gleichung des Kreises sei 

[rgend ein Punkt x^y desselben ist bestimmt durch die Gleichungen 

cc == rcosqp, y = rsiny. 

7t 

Hieraus folgt tang a = — cotg (p, also a = -3- + 9). 

Demnach erhält man für die Coordinaten des entsprechenden Punktes 
der äquidistanten Curve 

§ SS (rlrk)cos(py f) = (r=Ffc)siny, 
woraus sich als Gleichung der innern oder äussern äquidistanten Curve 
ergibt ?*+i?2 = (r=F/r)*. 

Es sind somit die äquidistanten Curven Kreise, welche mit dem gegebe- 
nen concentrisch sind. 

b) Es sei eine Ellipse mit den beiden Halbaxen a und b gegeben; 
man sucht die beiden äquidistanten Curven. 

Lös. Wenn die Ellipse dargestellt ist durch die beiden* Gleichungen 

X Ä acos^), y = bsih^, 
so findet man für die Coordinaten der dem Punkte x^y entsprechenden 
Punkte der äquidistanten Curven 



« 
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bk 



k t ^ bk 1 



, dx 

k • — 

17= y=F ^ a= [ftqp . ^ -]• siny. 

Wenn man hieraus den Winkel 7 eliminirt, erhält man die GleiehungcMi 
der äqaidistanten Curven. 

c) Wenn man für die gewöhnliche Cycloide die äquidistanten Curvfn 
sucht, so ist für einen beliebigen Punkt der Cycloide 

X Ä r .{(p — siny), 
y a= r. (1 — cosg>). 
nie Coordinaten der entsprechenden Punkte der äquidistanten Curven 
sind dann bestimmt durch 

^ SB r.9> — (2rsin j9)=Ffc).cos^5P, 
tj as (2rsiDlgp=Ffc) .sin^qp. 



B. Curven von doppelter Krümmung. (Raumcurven). 

65) Aufg. Man beweise den Satz: Wenn die beiden Krümmungch 

1 1 

— und — einer Raumcurve ein constantes Yerhältniss haben, so sind 
Q r 

die Hauptnormalen dieser Curve einer festen Ebene und die rectificiren- 
den Kanten einer festen Geraden parallel. Mit andern Worten: Die 
rectificirende Developpable ist ein Cylinder und die Raumcurve eino 
Helix. (Bertrand). 

Anleitung. Der Beweis kann gegeben werden mit Hölle des 
Satzes: Die rectificirende Kante theilt den Winkel zwischen Tangenten 
und Binormale in der Weise, dass die Sinus der Theile sich verhalten, 
wie dx : dd-. Trägt man daher auf die Tangente votn Curvenpunkte aus 

die Strecke — , auf die Binormale die Strecke — ab und denkt sich 
r Q 

die Figur zu einem Parallelogramm vervollständigt, so besitzt die Diago> 
nale desselben die Richtung der rectificirenden Kante und die Länge der 
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T T 

ganzen Krümmung. Wenn nun — constant ist, so ist auch-^constant 
und daher sind auch die Winkel des Dreiecks, dessen Seiten — , — 

p T 

und TT-jT sind , constant. Die Raumcurve schneidet somit sämmtUche 

Erzeugende der rectificirenden Developpablen unter constantem Winkel; 
sie ist also eine isogonale Trajectorie dieser Erzeugenden. Zeigt man 
noch (durch Differentiation), dass die Grössen cosa*, cos6*, cosc* unab- 
hängig von der Lage des Curvenpunktes sind^ so ergeben sich leicht die 
in obigem Satze ausgesprochenen Eigenschaften der Raumcurve. 

Zusatz. Wenn die beiden Krümmungen — und — einer Raum- 

Q r 

curve constant sind, so ist die Gurve eine Schraubenlinie, die auf einem 
KreiscyUnder liegt. 

66) Aufg. Es soll die cylindrische Schraubenlinie unter- 
sucht werden. 

Lös. Die rechtwinkligen Coordinaten irgend eines Punktes der 
cylindrischen Schraubenlinie können dargestellt werden durch die 
Gleiphungen 

X = mcos^), y = msin^), z = ngp. 
Hieraus folgt x^-^y^ =? m\ 

d. h. die Curve liegt auf einem geraden KreiscyUnder vom Radius m. 

Die Projection der Curve auf die XZ Ebene ist die Curve a: == m cos — , 

ft 

diejenige auf die FZEbene die Curve y = msin Die Rechnung 

n 

ergibt ds = V»w^ -{-n^ ,d(p ; 

— msino) ^ mcoscp n 

cosa = . ^ , cos/9 = L^ , cosy = , j 

. nsiino) * ncoscp m 

COSA=-p==^, COS/M= p ^ , cosy = -jr= ; 

cosa=: — cosy, cosft = — siny, cosc==0. 
Da cosy und cosv constant sind, so ist die Curve eine isogonale Tra- 
jectorie der Erzeugenden des Cylinders, auf welchem sie liegt; dieBinor. 
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malen bilden mit der ZAxe und folglich die Osculalionsebenen mit der 
Xy Ebene einen constanten Winkel. Die Hauptnormalen schneiden die 
ZAxe und da coscsO ist, so sind sie der XF Ebene parallel, woraus 
folgt, dass die rectificirenden Ebenen der ZAxe parallel sind. Die recti- 
ficirende Developpable ist identisch mit dem Cylinder ^^ + ^^ s m^. ' 
Wird dieser Cylinder in eine Ebene ausgebreitet, so erscheint die Schrau- 
benlinie in der Abwicklung als Gerade. 

Es wird ferner i% == , - , rf^ = -. — ^-r^ , dk ss dy>\ 






^ m n 

Es sind somit sämmtliche Krümmungen, sowie auch der Radius der oscu- 
lirenden Kugel der Schraubenlinie constant. Dass die rectificirenden 
Kanten der ZAxe parallel sind^ wird bestätigt durch die Formeln 

cosa* = 0, cos6* = 0, cosc* = 1. 
Es ist die Gleichung 
der Normalebene: — wsiny(| — xy\^inco8(p{rj — y)-l-n(C — ^>=0, 

„ Osculationsebene: nsin9)(^ — a;)— ncos5p(i?— yH-m(^ — ^)=0, 

„ rectificirenden Ebene : cos 5P(5 — rc) + sin y {ij — y) =0. 

67) Aufg. Untersuchung der conischen Spirale. 

Lös. Jeder Punkt dieser Curve ist bestimmt durch die Gleichungen 
flj = j cos (mit) , y Ä ^sln (mit) , j» «= nr, 
in welchen t die unabhängige Veränderliche bedeutet. Aus denselben folgt 

daher liegt die Curve auf einem Rotationskegel, dessen Spitze der Coor- 
dinatenanfangspunkt und dessen Axe die ZAxeist. Die Gleichung 

x^+y^ = r* 
lässt erkennen, dass jeder bestimmte Werth der unabhängigen Veränder- 
lichen t den Abstand des zugehörigen Curvenpunktes von der ZAxe an- 

gibt. Setzt man der Kurze wegen mü = g>, so folgt ^ = e^ , und es 
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ff» ffv 

(Ix =i (cos ^—ms\n^) dt, (Px = —dydt, (i*ic= — ^(1+m^) sinyrf/'; 



ist somit die Horizontalprojection der zu untersurhenden Raumcurve 
eine logarithmische Spirale. Man findet 

* dy = (sin y + w cos y) dt, d^y =» — dxdt, d^y = -j (l-hm*)cos9)d/' ; 

As == Vl+^^+^*<^^i 

coscp — wisinr/) ^ sin (T-Hn cos 9) n 

cos a a= . ^ , cos /j = ■ , , cosy = . ^ r,=- • 

Da cosy constant ist, so ist also auch der Winkel, den die Tangente 
mit der ZAxe bildet, constant, und der Richtungskegel der Tangenten 
ist demnach ein gerader Kreiskegel. • 

Bezeichnet man mit co den Winkel, den die Tangente im Punkte 

x.y^z mit der Erzeugenden des Kegels x^-\-y^ 2 ^ ^' welche durch 

diesen Punkt geht, bildet, so ist 

COSCü 



_ a? COS er + y cos jg + ig cos y I 1 + n* 

Dieser Winkel iit von X unabhängig, folglich ist die Curve eine isogonale 
Trajectorie der Erzeugenden des Kegels. Es ist ferner 

i = dxdt^, Ä == — — dydi^, (7= — (l+m*)d^, 



m 



2> =— V(H-m*)(l4-»»* + w^).rf«». 

Daher wird 

-s n (coscp — m sin er) n^sincp-Hwcosop) 

cos A = 1 ^ ■ - , cos/u s= — — - , 

V(H- w2) (1 + m'+ n^) "^ V(l-Hw*)(H-m*+n2) 

1 + m^ 



Die Binormale und folglich auch die Osculationsebene bildet also eben- 
falls mit der ZAxe einen constanten Winkel. 

sin cp 4- »» cos a> , coscp — msincp ^ 

cos a = . — - , cos = , — — , cos c = 0. 



>/l+m'- ' >/l+ 



m 



Aus der letzten Gleichung folgt, dass die Hauptnormalen sämnitlich der 
XFEbene parallel sind. Sie schneide^ jedoch die ZAxe m'chl. Die 



* 
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recliGcireoden Ebenen sind der ZAj^e parallel und umhüllen somit einen 
Cylinder. Der Schnitt desselben mit derXFEbene ist die oben* erwähnte 
logarithmische Spirale. 

<Üra= — dt^dip; 

e = — 7=^ > ^ =* ^ Ä == — y 1 + >w*+ n*. 

yl-i-m* m mn m 

Da das Yerhältniss — = ... constant ist, so ist die Raumcurve 

nach dem Bertrand'schen Satze eine Helix. Für den Radius R der 
Schmiegungskugel und für den Abstand h ihres Mittelpunktes von der 
Osculationsebene findet man 

Die Gerade, welche den Curvenpunkt mit dem Mittelpunkt der zugehöri- 
gen Schmiegungskugel verbindet, schneidet beständig die ZAxe. Der 
Radius q* des Cylinders, auf welchem die Schmiegungshelix liegt, ist 



^ m 



also gleich dem Krömmungsradius der logarithmischen Spirale im Punkte 
t, <p. Die Gleichungen 

cosa* =0, cos 6* = 0, cosc* « 1 
bestätigen da^^ schon gefundene Resultat, dass die rectificirenden Kanten 
der ZAxe parallel sind. Endlich wird noch 
die Gleichung der Normalebene 

(cos y — m sin (p) (? — ij?) + (sin (p + mcosy ) (i; — y)-l-w (^ — z) « , 

oder ^|4-|,+ ^-fC-.(l+««) = 0. 

die Gleichung der Osculationsebene 

n(cos q> — wsin q>) (§ — x) + n(sin ^J+m cos y) {tj — y) — (l4-w*)(C — z) «= 0, 

oder n^^+n-^ri — {\-\-vn})i:+nmH = 0, 

die Gleichung der rectificirenden Ebene 
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(8iii5P + »»cosy)(^ — x) — (cosqp — msiny>)(ri — y) = 0, 

oder :^^ — 37^— »»r = 0. 

dt dt 

68) Aufg. Ein grösster Kreis einer Kugel dreht sich um einen 
seiner Durchmesser mit gleichförmiger Geschwindigkeit, während gleich- 
zeilig ein Punkt seine Peripherie durchläuft. *Man untersuche dieCurve, 
welche der Punkt beschreibt unter der Voraussetzung, dass seine Ge- 
schwindigkeit gleich derjenigen des Kreises sei. 

Lös. Wählt man den festen Durchmesser zur ZAxe eines recht- 
winkligen Coordinatensystems , dessen X- und FAxe durch den MiUel> 
pankt der Kugel gehen und bezeichnet man mit g> den Winkel, den der 
bewegliche Kreis in irgend einer seiner Lagen mit der XZEbene bildet, 
so erhält man für die Coordinaten eines beliebigen Punktes der zu un- 
tersuchenden Curve 

X SB acosl^g), y = asin^pcosqp, ß s asin^^, 
wo a den Radius der Kugel bedeutet. 

Die Curve liegt sowohl auf der Kugel x^'\-y^-\'Z^^ a^y als auch 
auf dem Kreiscylinder rc* + y^ — ax^O und auf dem parabolischen 
Cylinder g^ :=: a(a — x\ Verlegt man das Coordinatensystem in den 
Punkt ÄjÄfl, y = 0, z^szQ und setzt zu diesem Zwecke ii? ■= a?' + a, 
so erkennt mau ohne Schwierigkeit, dass die Curve ebenfalls auf dem 
Rotationskegel x"^ + y* -^ jßf* « liegt. Sie kann demnach als Durch- 
schnittscurve je zweier dieser vier Flächen construirt werden. Da x 
keine negativen Werthe haben kann, so liegt sie ganz auf einer Halb- 
kugel. Sie ist symmetrisch in Bezug auf die XF- und XZEbene und 
besitzt im Punkte x^a^y^O, z^O einen Doppelpunkt. Es findet 

sich ds = a Vl+cos*9) dy); 

sin2cp ^ cos2cp coscp 

cos a SS . . ^ , cos/jas-T ^- ^ , cosy = -p ; 

Vl+cos*y vl+cos^5P vl-Hos*qp 

, sin q> (2 cos'o) + 1) 2 cos^cp 

COSA. aas J ^ - a . , COS/M » . ^ -^ , 

V5 + 3 cos*y y 5 + 3 cos'^p 

2 

cos V = - . — ; 

v5+3co8*9) 



cos a = — 2 



223 

— 1+2 cos^y + cQs^y 
Vl+cos'y >/5+3co8*y 



. 5+2 cos^cp 

cos6 Ä . . ==•' SlQfpCOSf) 

yl+cosV vö+ScosV 



SIQO) 
COSC := 



Vl+cos*y ^5+3cos*y 
Ferner wird 

die Gleichung der Normalebene 

— sin2y(^ — x) -h cos2y) (rj — y) +cosgp(C— ;e?) »= 0, 

die Gleichung der Osculationsebene 

8in9)(2cosV + l)(5— a?)— 2co8V(^— y) + 2(£— ^) = 0, 

die Gleichung der rectificirenden Ebene 

2( — l+2cosV-H508*yXf— ^H-(^2cos*y)8inycos9)(j7— y)+sin9>(£— jef)=0; 

, V5+3cos»y , ,^ 6 cos y Vi + cos V ^_ 

tf r as -:j-- 5 — afp, dxt = — p— T-Q — 5 «y« 

1 + cos^y 5 + 3co8*y ^ 

-. , . ^ a (1 + cos'o))' a 5+3 cos^y 

Demnach ist g ae ) =~-, r "b -^ • ^ 

V^3co8*y 6 cosy 

Für 9> aB^Tr und y s ^tt wird dd- s 0; folglich besitzt die Curve in 

den Punkten x ^Oy J^^O, j9as + a stationäre Osculationsebenen. Im 

* 

Doppelpunkte (y s und y s tt) stimmt der Radius der ersten 
Krümmung mit dem Kugelradius überein. 

Der Abstand des Mittelpunktes der osculirenden Kugel von der 
Osculationsebene ist 

. 2 + C08V 

Ä a= — g . - -^»smy. 

v5+3cos*y 

Selbstverständlich fällt die osculirende Kugel in jedem Punkte derRaum- 

curve mit der Kugel zusammen, auf welcher die Raum curve liegt, d.h. 

es ist R SS a. 

69) Au fg. Ein gerader Kreiskegel, dessen Höhe gleich dem Radius 
der Grundfläche, gleich 1 ist, rolle längs eines andern eben solchen 
Kegels und zwar so, dass sich die beiden Kegel beständig längs einer 
Erzeugenden berühren und ihre Spitzen zusammenfallen. Ein Punkt in 
der Peripherie der Rasis des beweglichen Kegels beschreibt dann eine 
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Raumcurve, die man sphärische Epicycloide nennt. Es soll diese 
Curve untersucht werden. 

Lös. Bezeichnet man den Wälzungswinkel mit q> und wählt die 
beiden Kegeln gemeinsame Spitze zum Anfangspunkt. eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems , so wird ein beliebiger Punkt der Curve gegeben 
durch die Gleichungen 

ä; = C0S5P + sinV» V = sin 9) — sin^cos^), z « — cos9>. 

Aus diesen Gleichungen folgen die weiteren 

/p2 + y2_|.^i = 2, ^2+^4-0?— 1 = 0, 

aus welchen hervorgeht, dass die- zu betrachtende Curve sowohl aul drr 
Kugel vom Radius v2, als auch auf einem parabolischen Cylinder liegt, 
dessen Erzeugenden der FAxe parallel sind. Im Punkte a; = l, ^==^0, 
;8f Ä — 1 besitzt die Curve eine Spitze. Wird d«»r Anfangspunkt eines 
neuen Coordinatensystems in diesen Punkt verlegt mittelst der Formeln 

ii? = a?' + l, y = y, iS = js' — 1, 
so erhalt man leicht die Gleichung a?'* + y^ — /^ = 0. Es liegt somit 
die Curve auch auf einem Rotationskegel, dessen Spitze sich im neuen 
Coordinatenanfangspunkt befindet. Nun ergibt sich der Reihe nach 

is = sin^y V2(3+cosgp)dy; 

2cosia)(2coscp -- 1) _ 2sin|cp 

coscr Ä r / - — '- , cos/? = , '■ ==, , 

>/2 (3+cos y ) V2(3+ cos g>) 

2cosia) 
/ cosy Ä- - — • 



>/2(3+cos9)) ' 
, 1 — 2cosa) — 2cos*cr — 2sing)(l + coscp) 

COSX ■= . , COSjU 3= . ^ ^ 

V 14+ 4cos y Y 14+ 4 cos y 



cosy = 



Vl4+4cos5p 



sin^y (5+10 cos y+2cos^y) 

~ >/(7 + 2cos (p) (3 + cos y ) 
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, 2( — 2-h4cos a)-|-ros^cr)cos kw — sin i(t 

cos b = ^ . -'. ' .. ,_ -- — — --^ cos c =s — 

V(7 4-2 cos"(p) (3 +COS y) ' V(7+2cos<jp)(3-l- cosy ) 

\/l4-h4cos 



-Qs y ^y ^;^ ^ 6co8<yVi^3 + cosy) ^^ 
sosqp 7 + 2cosqp 



3-1- cos 

Da rf^ s= wird für 9» = tt, so besitzt die Curve im Punkte a? = — 1, 
y szO, =z 1 eine stationäre Osculatiopsebene. 

Für die Radien der ersten und zweiten Krümmung ergibt sich 

__ sin^y (3 + cos y )^ _ sin ^y (7 +2 cos y) 

^ "" V74^cösy ' ^^ 3cosiy 

Der Abstand h des Mittelpunktes der Schmiegungskugel von der Oscula- 

tionsebene ist 

1 + 4 cos y + cos^y 
n = . — ^ =^. , 

vl4+4cosy 
und der Radius dieser Kugel wird, da die Curve eine sphärische ist, für 
alle Punkte derselben constant und gleich dem Radius der Kugel, auf 
welcher die Curve liegt, also R = ^2, 

Endlich ist noch die Gleichung der Normalebene 

cos Jy(2cosy — 1)(|— ir)+sin|y(i;— y)4-cos^y(C — 0) = 0, 
die Gleichung der Osculationsebene 

(1 — 2cosy— 2cos2y)(^— rc)— 2sin y (1 + cos y)(?7 — y) + 3(C— ^) = 0, 
die Gleichung der rectificirenden Ebene 

sin^y (5+10cosy-!-2cos*y)(5 — x) — 2( — 2+4cosy-Hcos'y)cos^y (rj — y)+ 

+ sin 4y(^— i2f) = 0. 

70) Au fg. Es soll die (^urve untersucht werden, die entsteht aus 
dem Schnitt des parabolischen Cyiinders 

y^ = 2px 
mit dem Kreiscylinder z^-hx^ == o^. 

Lös. Aus der Addition und Subtraction dieser beiden Gleichun- 
gen folgen die weiteren 

{x—pY-^y^-^z^ = a^+p\ 
(x-hpy-hz^—y^ « a^-f-p^ 

SohncIce'B Aufgabensammlung. 1. 15 
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und es liegt daher diese Raumcurve sowohl auf einer Kugeloberfläche» 
als auch auf der Fläche eines einschaligen Rotationshyperboloids. 

Es wird -^= -^, --=: 

dx y dx z 



2 



d^y p^ d^z _ a^ 

Ho^ " 2xy' 1^ "" z^* 

Die Gleichungen der Tangente t] — ^ = — • (5 — x)y 

oder r; = -^ l+^y, 

z z 

Die Gleichung der Normalebene 

-y(?-^)+|-(i?-y)+(?-^)-o, 

oder ^+ —rj f — p=:0. 

y # 

Die Länge der Tangente vom Berührungspunkt 

bis zur FZ Ebene wird — • v «^^ ^ + P*^^ , 

yz ^ 

„ „ XZ „ „ ^V^V+W,. 

„ ,, XF „ „ — Vay + pV. 

Die Gleichungen der Knotenlinten der Normalebene werden 

in der FZ Ebene: — • in L — « == 0, 

y ^ z ^ ^ ' 

,, 7» XZ „ ^ ^-C— p = o, 

„ „ XF „ §+l..^_p = o. 

Die Gleichung der Krümmungsebene wird 
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Der Halbmebser der ersten Krümmung wird 



Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

p . [g V (;g^ + 2a»a:») + ^5^ (a V + 2y V)] 

y y . [g V^ (2a?^ + y') V g» (2p»a?» — a V)] 

71) Au fg. Man untersuche die Curve, welche durch den Schnitt 
zweier Kreiscylinder entsteht, die respective auf der XF* und aul der 
XZ Ebene senkrecht stehen. 

Die Curve ist gegeben durch die Gleichungen 

Aus denselben folgt durch Addition und Subtraction 

2x^ + y^ + ß^ « a^ + 6S 
y^—0^ = a*— ft». 
Es kann somit die Curve auch angesehen werden als der Schnitt eines 
Rotationsellipsoids mit einem hyperbolischen Gylinder. Für a = 6 zer- 
lallt der letztere in zwei Ebenen, und die Curve besteht in diesem Falle 

aus zwei Kegelschnitten. 

„ . . dy X dz X 

Ferner wird -f-^ » ^-= > 

dx y dx y 

dx^ y*^ dx^ 0^ 

Die Gleichungen der Tangente 

oder rjy + ^x =«= a*, 

f^ + la; = 6^ 

Die Gleichung der Normalebene 
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{^-x)^(r,^y) f-a-z) ^^0, 



oder ^ — i — l. 4.1 = 0. 
Die Länge der Tangente vom Berührungspunkt 



bis zur FZ Ebene wird xs x^ - \i — ;f4--^H — ^, 



yi+ 0' 



„ „ xz „ „ = y"" y ^+-^+-^' 



Die Gleichungen der Knoteniinien der Normalebene werden 
in der yz Ebene : -^+-^ — 1 = 0, 

y ^ 

»» » ^Z „ — --4-1=0, 

X z 

- » XF „ l_i+l=0. 

a; y 

Die Gleichung der Krummungsebene wird 
Der Halbmesser der ersten Krümmung wird 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

Y- 3 («V — 6^y^)^ -- yV (aV + 6y) 
a*6 V + aH*y* — 2aH^x^yH^ ' 

72) Au fg. Man untersuche die Curve, welche bei dem Durch- 
schnitt eines EUipsoids mit einer Kugel entsteht. (Sphärische Ellipse). 

Wenn der gemeinsame Mittelpunkt beider Oberflächen der Anfangs- 
punkt der Coordinaten ist, so wird die Curve dargestellt durch die 
Gleichungen 
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4-^4-— = 1 



.2 



f y^ 0^ 

aJ*4-y*4-;8f^ = r^ 
aus welchen leicht die vier weiteren folgen 

Die Curve liegt sonach auf sechs verschiedenen Flächen zweiter Ordnung, 
unter denen sich ein Kegel und arei Cylinder befinden. Für r = 6 
zerfällt sie in zwei Kreise. Bezeichnet man mit^^^ ^i«^i ^^^^ zusammen- 
gehörige Werl he von x^y^ß und subtrahirt von 

die Idenülät /-^_lWj+/|j — l\y] = e^ — r\ 

so kann man die sphärische Ellipse auch darstellen durch die drei 
Gleichungen 

x^—x ] y" — y] s^—e] 

flä (6'' — cO ~ ft^ (c- — «*) "" c* («* — 6*) * 
Darnach erhält man 

dy_x_ b\^—^ §1 — ± c \a^— !>"-) 
dx~ y ' aHb^— c») ' dx~ 0' a\b^ — e*) ' 
d^y 6^ (c^_a2) (ci—r^) d*g ^ (h^—a^)ib^—r^) 

Die Gleichungen der Tangente werden 

a; (g — a?) _ yJTj — y ) _ g (£ — .g) 

oder ^i—x] _ yrj-y] _ z l-e] . 

Die Gleichung der Normaiebenc wird 

a* (62— c2) i- +6 V— «'-) -^ +c2(a*- *') "T =- 0. 
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Setzt man R = i/ .- + 4 - H — r * > so wird 

die Länge der Tangente vom Berührungspunkt 

bis zur yZEbene = 7-5 — r« — • R, 

Die Gleichungen der Knotenlinien der Normalebene werden 
in der FZ Ebene 6*(c* — o»)-^+c'(o'— 6*)— == 0, 

y * 

„ „ XZ „ a» (6* - c») ^ + c»(a»-6») ;^ = , 

„ „ Xy „ a»(6*— c»)i-+6»(c'— o»)-2-= 0. 
Die Gleichung der Osculationsehene wird 

^(cW)(c!z-_6.2(±Z!f),3(c_,)»0. 

c 

Wenn man der Kürze wegen folgende Bezeichnung eintührt: 

^- i*6Vl ^^^ '^■*- 6^ «' + 



_- ^ 



+ ^ ^ ^' .. ^ ^ ^ ^]» 



so wird der Radius der ersten Krümmung 

r'R^ 

und die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

^ = ^+ ^r'«' (6^ ,, J(«'-c')»(«»-r» )^ (ft*-c»)^(6'-r») 1 
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Anm. In Folge der Eigenschaft, dass die Summe der Entfernun- 
gen (gemessen auf Bogen grösster Kreise) ihrer Punkte von zwei festen 
Punkten der Kugeloberfläche constant ist, hat die hier untersuchte Curve 
den Namen sphärische Ellipse erhalten. 



C. Krumme Oberflächen. 
Cylinderflächen. 

73) Aufg. Es ist die Gleichung einer cylindrischen Oberfläche 

ZU finden, deren Erzeugenden der Geraden "r = "d" = tt parallel sind 

und deren Leitcurve gegeben ist durch die Gleichungen ti s= 0, t; s 0. 

Lös. Bezeichnet man die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
der Leitcurve mit x, y^ z^ die laufenden Coordinaten mit ^, tj, ^, so kön- 
nen die Gleichungen einer Erzeugenden geschrieben werden 

Die gesuchte (^ylindergleichung ergibt sich nun, wenn man aus diesen 
und den Gleichungen m =0, t? = die Veränderlichen x^y^B eliminirt. 
Setzt man zu diesem Zwecke die gleichen Quotienten 

X = ^ — AI, y = rj — äX, z = t — ^^• 
Nachdem man die Grösse X aus einer der Gleichungen u as , t; s 
bestimmt hat, erhält man die gesuchte Gleichung der cylindrischen Ober- 
fläche durch die Substitution der Werthe für x, y, z in die andere der 
Gleichungen m = 0, t; = 0. 

a) Wenn die leitende Curve ein Kreis in der XF Ebene ist, be- 
stimmt durch die Gleichungen z = 0, 

ix-Ay + (y — By^ R^; 
und wenn die Erzeugenden der Geraden 

^ Ä. — 

parallel sein sollen, so erhält man als gesuchte Gleichung des Cylinders 
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Wenn der Miltelpunkl des gegebenen Kreises zugleicii Anfangspunkt 
der Coordinalen ist, so wird A — und ß = 0, und wenn die Axe des . 
Cylinders zugleich die ZX\e isl , so wird n = und ft = und daher 
die Gleichung des gewöhnlichen geraden Kreiscylinders 
y^ + x^ = fi*. 

10 Wenn die leitende Curve eine Eliipse in der Xf Ebene ist, dar- 
gestellt durch die Gleichungen 

.=0, -|;+l' = , 

und wenn verlangt wird, dass die Erzeugenden der Geraden 

1. y^ — J. 
a ^ b ~ 1 
parallel seien, so erhält man als Gleichung des Cylindera 

Ai '*~ B* 

74) Aufg. Es isl derCylinder zu bestimmen, welcher die Fläche 
zweiter Ordnung 

oa^ + 6y* + c«* =11) 
umhüllt und dessen Erzeugenden eine gegebene Richtung besitzen. 

Lös. Sind die Cosinus der Winkel, weiche die gegebene Richtung 
mit den Coordinatenaxen bildet, den Zahlen A, B, C proportional, so 
können die Gleichungen derjenigen Erzeugenden, welche die gegebene 
Fläche zweiter Ordnung im Punkte x,y,z berQhrt, geschrieben werden 

~r^~B~ -~c~ ^> 

Die Coordinaten x, y, z der Punkte , welche der Beruh runkse urve ange- 
hören, genägen der partiellen DiQerentialgleichung der Cy linderflächen. 
Darnach ist die Berührungscurve der Durchschnitt der gegebenen Fläche 
mit der Ebene aAx + bBy -\- cCe = 0. 3) 

Die Gleichung der Cyhnderfläche wird nun erhalten, indem man aus den 
Gleichungen 1), 2) und 3) die Veränderlichen x, y, e eliminirt. 

Die gesuchte Gleichung tautet 
(aA-^ + bB^ + cC^) (a|* + brj^ + eC*— 1) = {aA^ + hBi} -»- cClf. 

Zusatz. Wird allgemein die Gleichung des Cylinders verlangt, 
dei^sen Erzeugenden den Richtungscosinus A, B, C entsprechen und 
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welcher eine gegebene Fläche zweiter Ordnung f{x,y^z) « umhüllf, 
so erhält man durch ein Verfahren, welches dem soeben angegebenen 
ganz analog ist, wenn man noch F(^, ry, ^) ^u setzt 

Kegelflächen. 

75) Aufg. Man bestimme die Gleichung einer conischen Ober- 
fläche vom Scheitel a^byC, y^enn die Leitcurve durch die Gleichungen 
ti s 0, t? SB dargestellt ist. * 

Lös. Sind x,yi0 die Coordinaten eines beliebigen Punktes der 
Leitcurve, §, rj, £ die laufenden Coordinaten, so ist die Erzeugende, welche 

durch den Punkt x, y, z geht, bestimmt durch die Gleichungen 

% — a ri — 6 S — c 

X — a y — h — c 
Die Elimination der Grössen x, y^ z aus diesen und den GMcliungen 

li s 0, t; = liefert die gesuchte Gleichung der cönischen Oberfläche. 

Werden zu diesem Zwecke die drei gleichen Quotienten s -j gesetzt, 

so folgt 

aj « a + A(|— a), y 3B 6-|-A(«y — 6), ^ei ==^ c + A(^— c). 
Die Grösse A kann aus einer der Gleichungen ti =0, v = bestiromi 
werden. Setzt man hierauf die Wefthe f ftr x^ y^ z in die andere der 
Gleichungen u^^O, t;=0 ein, so erhält man als Substitutionsresulfat 
die gesuchte Gleichung. 

a) Wenn die leitende Curve eine Ellipse ist, gegeben durch die 
Gleichungen jg; s A, 

(y— g)' , {^—v? _i 
Ä* ■*" ii* ~ ' 

und wenn der Scheitel die Coordinaten a, 6,0 hat, so erhält man als 
Gleichung der conischen Oberfläche 

Wenn die leitende Curve ein Kreis ist, so hat man nur Ass=Bszr 

zu setzen. 

15* 
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b) Wenn die leitende Curve eine Lemniscate ist 

und der Scheitel die CoordJnaten a, b, e haben soll , so ergibt sich für 
die mit dieser Basis gebildete conische Oberfläche 

[«-«!)■ + K-"i)'7 - '' ■ (?-«)■ . tili- 'S)' - K-^in 

c) Wenn die leitende Curve eine apollonische Parabel ist 

« = 0, y* = 2px, 
und der Scheitel die Coordinaten a, b, c hat, so erhält man als Glachung 
der conischen Oberfläcbe 

76) Aitfg. Man bestimme den Kegel vom Scheitel a,b,e, welcher 
die Fläche zweiter Ordnung 

F{x,y,s) = 
umhüllt. 

L5s. Bezeichnet man der Kürze wegen F(.a,b,e) mit u und 
beachtet, dass nach der partiellen Difierentialgleicbung der Kegelfläcben 
die Berührungscurve der Durchschnitt der Pläcbe F(x,y, e) = mit der 
fiF riP fiP 

Fläche jj(^-.) + ^(j,_l, + ^(,_O_0 

ist, so erhält man als Gleichung des Berfihrungsk^els 

H^. (|-a). + 1^ (,-»)• + |L^(C-«).+2^(|-.)(,-., + 

Rotationsflächen. 

77) Au fg. Es soll die Gleichung der Fläche abgeleitet werden, 
welche entsteht , wenn eine g^ebene Curve u k 0, « =c um eine 
gegebene Gerade — - — -^-^ — = — — — als Axe rotirt- 

Los. Durch die Elimination der Veränderlichen x,y,e aus den 
vier Gleichungen 

« = 0, » - 0, 
Ax + By+Cz = o, (a:^a)i + (j— 6)* + {»_c)> = y(o) 
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wird im Allgemeinen die Natur der Function ff bestimmt, und man 
erhalt dann als gesuchte Gleichung der Rotationsfläche 

(I— a)* + (i? — 6)» + (C-c)» = y(i? + Äi? + CC).. 
Wenn die Wahl des Coordinatensystems frei steht , so wird man 
zweckmässig die Rotationsaie zu einer der Coordinatenaxen , etwa zur 
ZAxe machen. Dann ist jeder ebene, zur ZAxe senlcrechte Schnitt ein 
Kreis, und es wird daher die Gleichung der Rotationsoberfläche von der 
Form sein 

?2 + ,y* = xpil). 

Da die Coordinaten x^y^z irgend eines Punktes der Cur?e u 3= 0, v^Q 
der Gleichung der Fläche genügen müssen, so kann die Function t/K^) 
dadurch bestimmt werden, dass man aus den Gleichungen u = 0, & = 
die Grösse a?* + y* als Function von z berechnet. 

a) Wenn in der XZEbene eine Ellipse mit den beiden Halbaxen 
A und B und den Mittelpunkts - Coordinaten f und q gegeben ist und 
wenn - die ZAxe zugleich die Drehungsaxe ist, so lautet die Gleichung 
der Oberfläche: 

Die Gestalt der Fläche hängt wesentlich von den Annahmen p^ A ab. 
Wenn der Mittelpunkt der Ellipse zugleich Anfangspunkt der Coor- 
dinaten ist, also jp as und { » 0, so wird 

die Gleichung eines Rotationsellipsoids, welches durch die Umdrehung 
einer Ellipse um die ZAxe entstanden ist. 

b) Wenn die rotirende Curve eine gerade Linie in der XZEbene 
und die Rotationsaxe wieder die ZAxe ist, so erhält man als Gleichung 
der Oberfläche 

welche einen Kegel darstellt. Geht die erzeugende Gerade durch den 
Anfangspunkt der Coordinaten, ist also £»0, dann liegt der Scheitel 
des Kegels in diesem Anfangspunkt und die Gleichung wird 

|* + i?* = i*.C», 
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wo A die Tangente des Winkels bedeutet, weldien die Seitenlinie des 
Kegels mit dessen Axe bildet. 

78) Ayfg. E^le Rotationsfläche, deinen Axe die ZAxe i&t, umhüllt 
das Rotationsellipsoid 

Welches ist ihre Gleichung? 

Lös. Da die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Beruhrungs- 
Gurve der partiellen Differentialgleichung der Rotation^flächen genügen, 
so hat man die Beziehung 

ßx—ay »= 0, 2) 
und es ist somit die Berührungscurve die Schnittcurve der Fläche 1) 
mit der Ebene 2). Die gesuchte Gleichung wird 

[yiä^^rß^=fyl¥Tf]'y . a-Y? . 

79) Äuig. Es soll gezeigt werden, dass die Fläche 

eine Rotationsfläche ist. 

Lös. Indem mm zeigt, dass die X^l^^hung der partiellen Diffe- 
rentialgleichung der Rotationsflächen genügt, Giodet man für die Rota- 
tionsaxe die Gleichungen a? « y = ^. 

Enveloppen. 

80) Aufg. Es ist eine ebene -Curve gegeben, und auf ihr bewegt 
sich der Mittelpunkt einer Kugel; man soll die einhüllende Oberfläche 
dieser beweglichen Kugel finden. 

Lös. Wenn man die Ebene der Curve zur XFEbene annimmt, 
so sei ß = (p{cL) die Gleichung der Curve; ferner sei r der Radius der 
bewegten Kugel und a die Abscisse ihres Mittelpunkts bei irgend einer 
Lage; alsdann wird 

{x — ay + [> — SP(a)]* + ;5* s= r* 
die Gleichung der Kugel. Wenn man aus dieser und aus ihrem in Be- 
zug auf a gebildeten ersten Differentialquotienten, nämlich 



±!^ 1_ 
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die Grösse a eliminirt, so erhält imaa die Gieichung der einhüllenden 
Oberfläche. 

a) Wenn die ebene Curve, auf welcher sich der Hittelpunkt der 
Kugel des Radius r bewegt, ein Kreis mit dem Radius q ist und wenn 
dessen Hittelpunkt der Anfangspunkt der Goordinaten ist, so dass seine 
Gleichung ß^-^d^ ae q^ wird, so hat man 

(a? — flf)^ -h (y — Ve* — «^)*4-iEi^ = r*, 

x4q^ C^-^yOL sss 0. 

Eliminirt man hieraus die Grösse a, so wird die Gleichung der einhül- 
I enden Oberfläche 

V^-hy* — V^* — ^* == p. 
Die beiden vorhergehenden Gleichungen zusammengenommen stellen 
die zu dem speciellen Werth von a gehörige Charakteristik dieser Ober- 
fläche dar. Ihre Protection auf die Xy£bene ist 

x4q^ — a*Äya, eine gerade Linie, 
und ihre Projection auf die XZ Ebene 

(a; — 4jr)* . ^ +£i* «= r^ eine Ellipse. 

Es ist also die Charakteristik eine ebene Curve und zwar ein Kreis vom 
Radius r, dessen Ebene senkrecht auf der XF Ebene sieht. Die Knoten- 
linie dieser Ebene macht mit der XAxe einen Winkel, dessen Cosinus 

=. — ist, 
Q 

b) Wenn die leitende Curve, auf welcher sich der Hittelpunkt der 
Kugel vom Radius r bewegt, eine Ellipse mit den beiden Halbaxen a und 
h ist und wenn der Hittelpunkt der Ellipse der Anfangspunkt der Coör- 

dinaten, so dass ihre Gleichung ^H — 2=1 ist, so wird 

(a; — a)* + (y — — Va*— ö^)*+^* = r^ 
also der Difierentialquotient in Bezug auf a 

Wird aus diesen beiden Gleichungen a eliminirt, was allerdings 
ausführbar ist, aber ein sehr unerquickliches Resultat gibt, so hat man 



die Gleichung der einhüllenden Oberfläche. — Nimmt man aber hierzu 
noch den zweiten Differenüalquotienten 



= a*— 6* + - 



a*h 



und eliminirt nun aus diesen drei Gleichungen die Grösse a, so erhält 
man als die beiden zusammengehörigen Gleichungen der Rflckkehr- 
kante der Oberfläche 



c) Wenn die leitende Curve wieder wie in dem ersten Beispiel ein 
Kreis mit dem Radius Q in der XFEbene ist, also seine Gleichung 
ß* + a' ^q'' und wenn sich auf seiner Peripherie der Hittelpunkt eines 
Ellipsoids mit den drei Halbaxen a, b, c so bewegt, dass die Axe 2a 
stets parallel mit der XAxe bleibt, so hat man 

a* b' c* 

Der erste Di0erentia)quotient in Bezug auf a wird 

und der zweite 

Eliminirt man aus den beiden ersten Gleichungen a, so erhält man 
die Gleichung der einhüllenden Fläche, was aber ein unbequemes Resultat 
gibt; eliminirt man aber aus allen dreien die Grösse a, so erhält man 
als die beiden Gleichungen ihrer Rückkehrkante 

(bYx)i + («*e'ff)* = e*(o> - 6*)i 

^ (aW(a'-6V , g»(2fl'-6') 

Wenn das Eih'psoid durch Rotation um die /Axe entstanden ist, 
so wird a s 6, und es ergibt sich als Gleichung der «nhüUenden 
Oberfläche 



T+^- 
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81) Au fg. Man bestimme die Enveloppe der Ebenen, welche 
durch einen gegebenen Punkt gehen und von einem zweiten gegebenen 
Punkt gleichen Abstand haben. 

Lös. Wählt man den zweite^ gegebenen Punkt zum Coordinaten- 

anfang und die Verbindungsgerade der beiden gegebenen Punkte zur 

ZAxe, so hat man die Enveloppe der Ebenen 

ax-\'hy 4-0 == d 

zu bestimmen, wobei die variablen Parameter a und b durch die Relation 

d 

mit einander verbunden sind, welche ausdruckt, dass der Abstand einer 
jeden Ebene vom Coordinalenanfangspunkt gleich p sein soll. Man er- 
hält als Enveloppe den Kreiskegel, dessen Gleichung lautet: 

(rf* — p*)(a?* + y^) —f{d—B)^ == 0. 

82) Aufg. Man bestimme die Enveloppe der Ebenen 

Ax-\-By+Cz = D, 
wenn zwischen den variablen Parametern i, £, C und D die Gleichungen 
bestehen i* -h Ä* + C* = 1 , 



D^ — ä^ • ü^ — b^' />* — c* 
Lös. Differentiirt man die drei gegebenen Gleichungen nach 
A, B, Cy Dy multiplicirt die erhaltenen Gleichungen beziehungsweise mit 
X, ju, 1 und addirt sie, so erhält man dadurch, dass man die Coeflßcienten 
von dA, dB, dC, dD gleich Null setzt, die Gleichungen 

D 

Ay - B/f + -p— -jj , 2) 

^ = <^-" + :ö^zr^' 3) 

J *^ (D«_52)»^ (ß»_c»)2 J* *; 
Multiplicirt man hierauf 1), 2) und 3) resp. mit A, B, C und addirt, so 

folgt 

XD »: (i; 5) 



I (!>»— 0») 




^1 



I . 






,«a 
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muitiplicirt man dagegen dieselben Gleichungen mit x, y, z und addirt, so 
kommt, wenn man der Kürze wegen ic* -|- y* + ^^ =« Ä* setzt 



;iÄ*=:0^ + 



Ax 






(7^5 



J[>2 _ ^2 • 1^2 _ fti • 2>i _ ^. 

oder in Folge von 5) 



6) 



Erhebt man beide Seiten von 1), 2), 3) in's Quadrat und addirt, so 

ergibt sich 

Ä^ B^ C^ 

32D2 — 1*1 J - I. ** L, ^ 

^ ^ ^ (fll'—a*)^ ^(02—62)2 ^(02 _g2)2 

Es wird daher nach 4) und 5) 

1 _ ' 1 



l = 



«2— />2 

Setzt man diese Werthe in 1), 2), 3) ein, so folgt 

X JjP' 

Ä2 — a»~ D^ — a^' 

y _ /^g 

Ä2— 62 — 02_62' 

Muitiplicirt man endlich diese Gleichungen resp» mit x^y.z und addirt 

unter Berücksichtigung des Werthes X und der Gleichung 6), so folgt 

als Gleichung der gesuchten Enveloppe 

ÄJ* . y2 ^2 

«2 — a2^li2 — &2^Ä2_c2 

oder indem man links die Grösse ^^ , rechts die ihr gleiche 

Grösse 1 subtrahirt 



a^x^ 



+^* +.,i!£l^ = o. 



Ä«— a* K' — h^ • Ä^ — c» 

Es stellt diese Gleichung die Wellenfläche von Fresneldar, 
welche in der Optik ihre Anwendüng^ findet. (Vergl. Memoires de Tln- 
stitut, r. VH* pag. 136). 
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83) Aufg. Man bestimme a) die Fusspunktenfläche des dreiaxigen 

00^ tt^ z"^ 
Ellipsoids — + ^+-2 = 1 für den Coordinatenanfangspunkt als Pol, 

b) deren Tangentialebene, c) den Abstand der letzteren vom Coordina- 
tenanfangspunkt. 

(Fällt man von einem gegebenen Punkte aus Perpendikel auf die Tangen- 
tialebenen einer gegebenen Fläche, so bilden die Fusspunkte der ersteren 
eine neue Fläche, welche die Fusspunktenfläche der gegebenen Fläche 
für den gegebenen Punkt als Pol genannt wird). 

Lös. a) Als Gleichung der gesuchten Fusspunktenfläche findet man 

b) als Gleichung der Tangentialebene im Punkte x^y^z der Fuss- 
punktenfläche 

(^2r^—a^)x^ + (2r2 —r-)yri + (2r* — c>£ = rS 
wo x'^ -\r y'^ -\- z^ = r* gesetzt wurde; 

c) der Abstand dieser Tangentialebene vom Coordinatenanfangs- 
punkte wird 

Die. hier behandelte Fusspunktenfläche ist die E las ticitäts fläche 
von Fresnel, welche in der Theorie des Lichtes von grosser Wichtig- 
keit ist. (Fresnel, Memoires de Tlnstitut, t. VIII^ pag. 130). 

84) Aufg. Es soll gezeigt werden, dass alle Tangentialebenen 
der Fläche 

wo (f> eine beliebige Function bezeichnet, durch einen und denselben 
Punkt gehen. 

Lös. Die Gleichung der Tangentialebene ist 

X^ ^ X ^ \Xf 

und man erkennt, dass alle Tangentialebenen durch den Anfangspunkt 
der Coordinaten gehen. Die vorgelegte Gleichung ist die Gleichung eines 
Kegels, dessen Spitze der Coordinatenanfangspunkt ist. (Vergl. § 22). 

S h n c k e's Aufgabonsammlung. 1 . ' «16 






< • h .-'■; 
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85) Aufg. Man bestimme das Volumen der Pyramide, welche 
enthalten ist zwischen den Coordihatenebenen und der Tangentialebene 
an die Fläche 

a^y^+x^z^ SS r^x^ (Cono-cuneus von Wallis). 

Lös. Man findet tür das verlangte Volumen ^ . , —- 

86) Au fg. Filr die Fläche, deren Gleichung 

xyz = a* 
ist, bestimme man: a) die Hauptkrummungsradien, b) die Kreispunkte, 
c) die Fusspunktenfläche für den Coordinatenanfangspunkt als Pol. 

Lös. a) Die Hauptkrämmungsradien können bestimmt werden aus 
der quadratischen Gleichung 

B*-2(x* + y^ + 0')^ + ^ - 0, 

wo D = ■ den Abstand der Tangentialebene vom 

Coordinatenanfangspunkte bezeichnet. 

b) Die Coordinaten der Kreispunkte sind 

a;=rdby=dbiei = a; — a? = dby «T « =,«. 
In einem Kreispunkte ist R ^ R^ :sz R^ssz B ^ \3a. 

c) Die Gleichung der gesuchten Fusspunktenfläche ist 

?2 + i?^ + P « Saylfi^: 
(In den Exercices methodiques de calcul differentiel von Brahy ist pag. 215 
irrthümlich x^-h y'^+ ^^ = ö^ als Gleichung der Fusspunktenfläche 
angegeben). 

87) Aufg. Es soll gezeigt werden, dass die Fläche 

von der Kugel x^-{-y^-^z^ « r^ in den Kreispunkten berührt wird, wenn 

2n %n %n 2n 



Lös. Bestimmt man die Coordinaten eines Kreispunktes der ge- 
gebenen Fläche und setzt dieselben in die Gleichung der Kugel, 
/^2 4- ^1 4- ^2 :s: 7<2, eiu, SO findet man als Bedingung, dass der Kreispunkt 
ein Punkt der Kugel sei, die in der Aufgabe enthaltene Beziehung zwischen 
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a, 6,c und r. Ist diese Bedingung ertnlll, so sind für die Coordinaten der 

dß Sz 

Kreispunkte die Grössen jp ss^j- und ^ = ^ für beide Flächen iden- 
tisch, womit die in der Autgabe ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 

88) Aufg. Die Hauptnormalen der cylindrischen Schraubenlinie, 
welche gegeben ist durch die Gleichungen 

X SB mcos^), y a= msin^), z s nq^ 
bilden die windschiefe Schraubenfläche. Man bestimme für dieselbe a) 
die Gleichung, b) die Tangentialebene im Punkte x,y,z und deren Ab- 
stand vom Coordinatenanfangspunkt und c) die Hauptkrümmungsradien. 
Lös. a) Die Gleichungen der Hauptnormale der gegebenen Schrau- 
benlinie sind 

(^ — Ä;)siny = (rj — y)cos9), C = ^j oder 
^sin^) = lycoscjp, C = wy. 
Hieraus folgt durch Elimination der Grösse 9> als Gleichung der Schrau- 
benfläche 

§sin-^ 3= 17C0S — oder -5. --: tang~« 

b) Die Gleichung der Tangentialebene wird 

y^—xrj +^(x^^y^)(t — is) = 0; 
der Abstand der Tangentialebene vom Coordinatenanfangspunkte ist 
Da -j=.-r^=rj wenn r = sx^+y^ gesetzt wird. 

c) Die Hauptkrümmungsradien können gefunden werden aus der 
Gleichung 

Die Schraubenfläche hat somit in jedem Punkte zwei gleich grosse und 
entgegengesetzt gerichtete) Hauptkrümmungsradien; ihre mittlere Krüm- 
mung ist gleich Null. Es ist diess eine Eigenschaft, welche den Mini- 
malflächen zukommt, d.h. solchen Flächen, die bei gegebener Begren- 
zung die kleinste Oberfläche besitzen. 

89) Aufg> Es soll die Gleichung der abwickelbaren Fläche gefunden 
werden, welche durch die Tangenten der Schraubenlinie 
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X ^ ntcos^i, y ^ msia^, g ^ nq> 

gebildet wird, und es soll bewieseD werden, dsEs die Normale dieser 

abwickelbaren SchraubenDäcbe mit der ZAxe eineo constanten Winkel 

einschliesst. 

Lös. Die Glcicliungen der Tangente der gegebenen Schraubenlinie 

. , S— a; _ r, — if Z~z 

sind : — »" ~ — — = 

— msin9> mcos^) n 

oder I— mcos— a: sin— (t— ß), 

C »» C /,. \ 

B — msin — « — cos — (t — «). 

Die Elimination der Grösse s aus diesen beiden Gleichungen ergibt als 
Gleichung der abwickelbaren Schraubenflache 

Setzt man zur Abkürzung ^^-^ ' = und beachtet, dass 

(^cosQ— Ssin© = ^5*+»;' — m^i so findet man lür die Cosinus der 
Winkel, welche die Normale der Flache mit den Coordinatenaxen bildet 
«(iwcos© — g) ii(msinQ — ij) 



.liP+rj'-m- 


'(»>+»')' ^d'+i'-^'X^'-H.') - 




2 ^ " 




V™"+»' 


90) Äutg. 


Es soll das dreiaxige Etlipsoid 




s-i;-i- 


untersucht werden. 




Lös. Für € 


linen Punkt x,y,s des Ellipsoids ist die Gleichung 


der Tangentialebene 


. -Je- 


^*) + fl('J-!')+-?«-«) -0 


oder 


^+B + 'l _ 1 



Bezeichnet man der Kürze wegen den Absland des Coordinatenanfangs- 
punktes von der Tangentialebene im Punkte x,jf,B mit D, so dass 
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D:^ 



V a* b*^ c* 

so erhält man für die Cosinus X, F, Z der Winkel, welche die Flächen- 
normale in diesem Punkte mit den Coordinatenaxen einschliesst 

Die Gleichungen der Normale werden 

X y z 

Die Länge der Normallinie vom Berührungspunkte der zugehörigen 

Tangentialebene bis * 

zur FZ Ebene wird = -jr , 

xz -^ 

Die Hauptkrümmungsradien sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
Ä2 + (a2 + 62 + c2 — a:2-y2_^2)^4.^^ = 0. 

Die vier reellen Kreispunkte des Ellipsoids haben die Coördinaten 

91) Au fg. Es soll das Paraboloid untersucht werden, dessen 

Gleichung ist 

x^ . y^ 

Lös. Die Gleichung der Tangentialebene wird 

a 
Bedeutet D den Abstand des Coordinatenanfanges von der Tangentialebene 

im Punkte x^'ff, z, ist also 

z 

so erhält man für die Cosinus der Winke], welche die Normale mit den 
Coordinatenaxen bildet 



— «1 



»g 



bz 



Die Gleichungen der Normale sind 

X y —1 

Die Länge der Normale vom Berührungspunkt der enteprechenden Tan- 
gentialebene bis zum Durchschnitt 



Die Hauptkrümmungsradien k&nnen bestimmt werden aus der Gleichung 
fl._i(, + l + 2.)ll + *'_0. 



»-0, y^±>^'^ 



D* 

Die Coordinaten der Kreispunkte sind , wenn a>6 

/ a — 6 tt — 6 
' "2i"' 

92) Aulg. Es soll die Rotationsfläche untersucht werden, die 
entsteht, wenn die gewöhnliche Lemniscale 

(x^ + y^Y = a\x^^y% x = 
um ihren Durchmesser rotirt. 

Lds. Die Gleichung dieser Fläche wird 

Wenn man der Kürze wegen x^ + y'^+e^^m' setzt und dabei 
X als Punttion der beiden unabhängigen Veränderlichen y und e betrach- 
tet, so wird 

dx y.(a' + 2m^) ^x g(a' + 2m') 

^"^ x.{a^—2m')' ^" a:(a' — 2m^)' 
d^x _ (a*— 4m*).[(a'— 2M^)g' — (o' + 2«t^)y^] + lfia<a:V 

8^-x_ _ ye . llQa*x' — (a* ~ 4m* ) (a' + 2m'-) ] 

d^x (ffl* — 4«t*) . [(g' — 2w')a:*— ( «^ + 2 m^)g']-H 6<i*g'<* 
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Die Gleichung der Tangentenebene wird 

Es werden die Cosinus der Winkel, welche die Normale mit den Coor- 

dinatenaxen bildet 

x.{2ni'' — a^) 

^_ y.(2m^ + fl») 

Die Gleichungen der Normale werden * 

{2m^—a^}x (2m*+a^)y ^ (2m*+a*);8f * 
Die Länge der Normallinie vom Berührungspunkt der zugehörigen T<<n> 
gentialebene bis zum Durchschnitt 

mit der FZ Ebene wird ac 



a^m 



»» W -A.Z 



♦1 J» 



)» AJT f9 ,) 



a*— 2m^ ' 
a2+2m^ ' 



Wenn man die Krümmungshalbmesser der respectiven kleinsten 
und grössten Krümmung mit i?| und i?2 und die Coordinaten der be- 
züglichen Krümmungsmittelpunkte mit a|, ßi, Yi ^^^ ^21 ß^y f% bezeich- 
net, so erhält man für diese Stücke folgende Ausdrücke: 

_ (a?*+y2+^"+a*).a? 2a^x 

"*~ 3(a;*+y«+;&2) ' ^*""a2^^2a;2+2y2 + 2;^2' 

^t - 3(^2+y2+^2) ' ^2 - ^> 

93) Au fg. Die Lemniscate 



Druckfehler. 

Beisp. 63 ist in der Änlwort der Factor das hinzuzulügen. 
Zeile 5 V. u. fehlt am Ende die Klammer. 
„ 1 „ u. am Ende der Zeile lies dy^ statt dy. 
„ 6 „ u. I. e*» St. ev. 

„ 11 „ o. fehlen am Anfang die Worte: Es ist. 
„ 5„ u. lies: EineFunction m = /■(a;,^,?, (,..-) u.s.f. 
„ 12 „ u. lies f»-')(0)- 
„ 11 „ u. 1. ß, St. ß». 
. „ 9 „ 0. I. 1,37 ... St. 1,137.. 

„ 13„n.l. y'i-stY-- 

„ 5 „ u. ist hei Ä, das Zeichen — wegzulassen, 
ile 127 ist durch ein Versehen die unvollständige und zum 
tige Lösung der Aufgabe 93 aus den früheren Auflagen 
Iruckt worden. Die richtige LSsung ist folgende: Pamit 
m einer reellen Sehne die Rede sein kann, deren Endpunkte 
allelkreisen liegen und von dem zweiten Pole gleich weit 
, darf sin ä nicht kleiner sein als sin H« ~ ß)- 1) '*'■ 
' ß) > sin J > sin i (a — jJ) , so ergibt sich für 

W^^lc<ys5 ein Maximum der Sehne = 2 sini{« + /^) 

S (« — P) 

cos 4 («+/*) cos 4 (« — ß) ..... j Q i. 

x= 2^ ^•' - *'' ^ ein Mmimum der Sehne = 

coso 

z^hiEilfLt«. 2)ist™ä>si„i(«+/»), s" «eibi 

cosi{a + Ä) ..... ■ c ■ 

iur cos X = — r-J '-^ cos ein Maximum der oetine = 

cos4(a— /S) 

■\-ß)., dagegen für €osa; = ^ "I cos «J ein Minimum 

cos J (« + pj 

.2 »in !(«-«■ 



